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I) 1. Essendo O un punto fisso, usiamo il Teorema di König nella forma

K =
1

2
ω · JOω.

Scegliamo un sistema di riferimento solidale con e′x lungo OA, e′y lungo OC e e′z di conseguenza
(quindi ortogonale al piano della lamina). In questi sistema di riferimento si ha
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e ω = ϑ̇ez − ϕ̇e′x. Poiché ez = cosϕe′y + sinϕe′z, si ha

ω = −ϕ̇e′x + ϑ̇ cosϕe′y + ϑ̇ sinϕe′z

e quindi
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=
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(
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3
(1 + sin2 ϕ)ϑ̇2 +
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3
ϕ̇2 +

m`2

2
ϑ̇ϕ̇ cosϕ

)
.

2. Denotando con K il punto medio del lato OA e con G il baricentro della lamina si ha

(G−K) =
`

2
(− sinϑ sinϕex + cosϑ sinϕey + cosϕez),

(K −O) =
`

2
(cosϑex + sinϑey),

(G−O) =(G−K) + (K −O) =
`

2

(
(cosϑ− sinϑ sinϕ)ex + (sinϑ+ cosϑ sinϕ)ey + cosϕez

)
.

Allo stesso modo si ha

(C −O) =`(− sinϑ sinϕex + cosϑ sinϕey + cosϕez),

(E −O) =`ez,

(C − E) =(C −O) + (O − E) = `
(
− sinϑ sinϕex + cosϑ sinϕey + (cosϕ− 1)ez

)
da cui |C − E|2 = 2`2(1− cosϕ) e

(A−O) =`(cosϑex + sinϑey),

(D −O) =`ex,

(A−D) =(A−O) + (O −D) = `
(
(cosϑ− 1)ex + sinϑey

)
da cui |A−D|2 = 2`2(1− cosϑ). Quindi il potenziale si scrive

U(ϑ, ϕ) = −mgzG −
1

2
k(|C − E|2 + |A−D|2) = −1

2
mg` cosϕ+ k`2 cosϕ+ k`2 cosϑ+ cost.

Le posizioni di equilibrio si trovano nei punti stazionari del potenziale:
∂U

∂ϑ
= −k`2 sinϑ = 0,

∂U

∂ϕ
=

(
1

2
mg`− k`2

)
sinϕ = 0,
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da cui si trovano quattro posizioni di equilibrio

P1(0, 0), P2(0, π), P3(π, 0), P4(π, π).

Nel caso mg = 2k`, cioè λ = 2, ci sono infinite posizioni di equilibrio del tipo

(0, ϕ), (π, ϕ).

3. Calcoliamo la matrice hessiana del potenziale:
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]
e dunque
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da cui P1 è stabile per λ < 2. Poi
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da cui P2 è stabile per λ > 2. Infine
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e, avendo entrambe un autovalore negativo, implicano che P3 e P4 sono instabili.
Nel caso λ = 2 l’hessiano ha un autovalore nullo e quindi non diciamo nulla sulla stabilità.

II) Troviamo la matrice d’inerzia come differenza tra la matrice di una lamina quadrata piena di
lato 2` e massa 8m e un’altra lamina quadrata di massa 4m e lato

√
2`. Operiamo prima nel

baricentro G della figura :
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)
Jbuco
G = diag
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)
e dunque

JG = diag
(
2m`2, 2m`2, 4m`2

)
.

Ora spostiamo la matrice col Teorema di Huygens-Steiner, tenendo presente che la massa è 4m e
d = (G−O) = (`, `, 0). Ne segue che

J11
O = J22

O = 2m`2 − 4m(2`2 − `2) = 6m`2, J33
O = J11

O + J22
O = 12m`2, J12

O = −4m`2

e dunque

JO =
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−4m`2 6m`2 0

0 0 12m`2
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