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I) 1. Essendo O un punto fisso, usiamo il Teorema di Konig nella forma

1
K= iw-Jow.

Scegliamo un sistema di riferimento solidale con e/, lungo OA, e; lungo OC' e €/, di conseguenza
(quindi ortogonale al piano della lamina). In questi sistema di riferimento si ha
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e w = e, — ¢e,. Poiché e, = cos pe; + sinpe’, si ha

w = —pe, + U cos pe; + Usin pe,

e quindi
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2. Denotando con K il punto medio del lato OA e con G il baricentro della lamina si ha
14
(G—-K) :5(— sin ¥ sin e, + cos ¥ sin pe, + cos pe,),
L
(K -0) zi(cos e, + sindey),

(G—O):(G—K)—F(K—O):g

((cos¥ — sind sin p)e, + (sind 4 cos Isin p)e, + cos pe. ).
Allo stesso modo si ha
(C — O) =f(—sin ¥ sin e, + cos ¥ sin e, + cos e ),
(E - 0O) =le,,
(C—E)=(C-0)+(0—E)={(-sindsinype, + cosIsinpe, + (cosp — 1)e.)
da cui |C — E|? = 202(1 — cos ¢) e
(A — O) =L(cos Ve, + sindey),
(D = 0) =ley,
(A—D)=(A-0)+ (0O — D) ={((cos? — 1)e, + sinde,)

da cui |A — D|? = 2/2(1 — cos®9). Quindi il potenziale si scrive
1 1
U, ) = —mgzg — 51@‘(\0 —EP+|A-DP*) = —§mg£cos<p + k€2 cos ¢ 4 kl? cos ¥ + cost.
Le posizioni di equilibrio si trovano nei punti stazionari del potenziale:

oU 2 .
59 = —kf*sing = 0,

oU 1 2\ .
% = (2mg€—k€ )sm(p— 0,



da cui si trovano quattro posizioni di equilibrio
Pl(0,0), P2(077T), Pg(ﬂ',O), P4(7T,7T).
Nel caso mg = 2k{, cioe A\ = 2, ci sono infinite posizioni di equilibrio del tipo

0,9), (r.9).

3. Calcoliamo la matrice hessiana del potenziale:

24— {—MQ cos ¥ 0 }

0 (%mgﬁ - k€2) CoS

e dunque
—k£? 0
H(Py) = { 0 (%mgéf kéz)] ’

da cui P; e stabile per A < 2. Poi

H(Ps) = [_ISZQ _ (;mgoz—kﬁ)]

da cui P, ¢ stabile per A > 2. Infine

k(2 0 k(2 0
HP) =1 (3mgt — k£2)} o WP = { 0 —(3mgl—k(?)

e, avendo entrambe un autovalore negativo, implicano che P3; e P, sono instabili.
Nel caso A = 2 I’hessiano ha un autovalore nullo e quindi non diciamo nulla sulla stabilita.

IT) Troviamo la matrice d’inerzia come differenza tra la matrice di una lamina quadrata piena di
lato 2¢ e massa 8m e un’altra lamina quadrata di massa 4m e lato v/2¢. Operiamo prima nel
baricentro G della figura :

- 32 32 32
piena _ 1: 94 2 94 9 94 o
Ja —dlag<12m£,12m€, 6m€>

2 2 4
Jg“co = diag (3m€2, gmﬁz, 3m€2>

e dunque
Jo = diag (2m€2, o2me?, 4m€2) .

Ora spostiamo la matrice col Teorema di Huygens-Steiner, tenendo presente che la massa & 4m e
d=(G—-0)=(¢¢,0). Ne segue che

5 = JF =2ml® —am(20% — ) = 6me>, I = I + JE = 12me?, I = —Aml?

e dunque
6me?  —4me? 0
Jo = |—4me%  6me? 0
0 0 12me?



