Risoluzione della prova di Meccanica Analitica del 17 luglio 2020

I) 1. Scegliamo come parametri gli angoli ¥ e o (in verso antiorario) indicati nel disegno.
Denotando con G il baricentro dell’asta OA e con G5 quello dell’asta AB, si ha:

(G1—0) = gsin ve, — gcos ve,

(Gy—0) = (fsinﬁ—&— gsingo) e, — (Ecosﬁ—i— gcosgo) ey
(C'— B) = {(cosV + cos p)ey,
quindi il potenziale ¢ dato da
U=-mg(ye, +vac,) — %k|C - B*= gmgfcosﬁ + %mgﬁcosgo — %kﬂ(cosﬁ + cos ).

Le posizioni di equilibrio si trovano nei punti stazionari del potenziale:

U 3 ) .

59 = —§mg€ sin® + k£ (cos ¥ + cos ) sin ¥
1

U _ ——mglsin ¢ + k(*(cos 9 + cos p) sin .

Oy 2

Dalla prima raccogliamo sin}, da cui
. 3
singd=0 V 00519+c0sg0:§)\.
Anche dalla seconda raccogliamo sin ¢, da cui
. 1
sinp=0 V cos19+cos<p:§)\.
Il primo caso da ¢ = 0, m, e sostituito nella seconda equazione risulta
A A
9=0 = =071 V cosgo=§—1 = ¢ = tarccos 5—1 se A <4
A .
v9=m = =07 V cosp= 5 4+ 1 non accettabile.

Se invece sin ¢ = 0, si ha ¢ = 0, 7, e sostituito nella prima equazione risulta

[SUNIN

3 3

p=0 = ¢¥=0m1 V COSl9=§)\—1 = ﬁ:iarccos(Q)\—l) se A <
3 .

p=r = V=071 V 0051925/\4—1 non accettabile.

Quindi abbiamo quattro posizioni di equilibrio sempre accettabili:

Pl(ovo)a P2(077T)v PS(’/TaO)v P4(7T,’/T)

A
Pss = (0, 4 arccos (2 — )) , Prg= (j: arccos <g)\ — 1) ,0> ,
4
3

accettabili rispettivamente nel caso A <4 e A <

e le posizioni

2. Nel caso A > 4 esistono solo le prime quattro posizioni di equilibrio. Calcoliamo la matrice hessiana del
potenziale:

9y — —%mgﬁ cos ¥ + k% (cos ¥ + cos ) cos ) — kl? sin® ¥ — k02 sin¥sin @
N —k(? sin ¥ sin ¢ —2mgl cos p + k{*(cos ¥ + cos ) cos ¢ — k(> sin? o
e dunque
H(Py) = —3mgl + 2k(* 0
1= 0 —smgl + 2k(?



che ¢ stabile per 2k{ < %mg = A>4;

—3mgl 0
P = [ 0 %mgﬁ}
che & sempre instabile,
%mgﬁ 0
2
che & sempre instabile, e
3mgl + 2k¢? 0
— |2
P = [ 0 ;mg£+2k122]

che & sempre instabile.
3. L’asta OA ha un punto fisso e il moto € piano, quindi, usando il Teorema di Konig:

1 1 1
K = 3 Swha+ §m\sz|2 + §Jgiw?43.

Si ha
VG, = %(Gg -0)=¢ <19cosz9+ ;gbcosga) e, + /1 (ﬁsinﬁqt ;cpsin@) ey,
da cui
lvg,|* =2 (192 + ing + J¢p cos (V) — <p)) .
Inoltre
J& = %mﬁz, Jg’;z = %mEQ,w%A =92, Wig =
da cui

1 4. 1 .
—me? (3192 + —p? + 9 cos(d — Lﬂ)) .

6 2 4

1 ; 1 ; 1 . 1
K = —ml*9? + —mi? (192 + —p* + I cos(V) — <p)> + ﬂmﬂ P 5 3

IT) Dividiamo la lamina in due lamine rettangolari, rispettivamente di basi 2¢, ¢ e £, 3¢ e masse 2m e 3m. Inoltre
la lamina ha ’asse x come asse di simmetria, quindi i prodotti d’inerzia sono tutti nulli.
La matrice baricentrale di una lamina rettangolare di massa m e lati a,b &

. mb? ma? m(a® + b2
JG:dlag(u’ 12 (12 )>’

quindi nel caso del primo rettangolo diventa

2me? 2m 402 2m(4€2+€2)> . (m£2 2me? 5m€2)
= diag

Jo. = di me” 2mt”
G lag<12’12’ 12 6 3 ' 6

e per il secondo

Je — dia 3m 902 3me? 3m((? + 90?) _ dia 9me> me> 5me?
G = ARE T T 12 “e T T e )

Ora usiamo il Teorema di Steiner per spostare i momenti rispetto all’asse y e all’asse z: poiché |Gy — O|? = 2
e |Gy — O] = 2202 si ha

T me% 2me> 5 Hml? 2\ o me% 8me* 17Tmt?
Jo = diag (6 g +2ml=, 5 4+ 2ml* | = diag % 3 ' @ ,
ImeZ me? 2502 5me? 2502 Ime? 85me?
Jg = diag ( TZ ,mT + 3mT7 T;L + 3m4> = diag ( mn ,19me?, T) .

Quindi sommando le due matrici si ha

29me? 65me? 289m€2)

Jozdiag( 12 73 12



