Risoluzione della prova di Meccanica Analitica del 10 settembre 2021

I) 1. Scegliamo come parametri angolo 9 (in verso antiorario) dell’asta OA con la verticale discendente
e lascissa £ del punto B relativamente alla medesima asta (indicati nel disegno). Si ha £ € [0, 2¢].
Denotando con (7 il baricentro dell’asta OA, con Ga quello dell’asta BC' e con D il polo della forza
elastica, troviamo

(G1 — 0) = {sinve, — L cos Ve,

(Go — B) = lcosve, + {sinde,,

(B —0) =¢sinde, — Ecosvey,

(Ga—0)=(G2—B)+ (B—0) = (Lcos?¥+ Esindd)e, + (Csind — E cosV)ey,
|D — B|? = ¢%cos® ¥,

quindi il potenziale & dato da
1 2 . Lo o
U=-mgya, —mgyc, — §k|D — B|* = mglcos ¥ — mglsind + mg€ cos ¥ — 5]@5 cos” ¢ + cost.

Le posizioni di equilibrio si trovano nei punti stazionari del potenziale:

?9% =mgcost — k& cos® 9 = 0
oU . . 9 .
59 = —mglsiny — mgl cos — mg€ sin ¥ 4+ k& sindd cos I = 0.

Dalla prima raccogliamo cos, da cui
cosd =0 V kfcost =myg.
Sostituendo nella seconda si ha:

d9=7r/2 = m-gl—mglé=0 = ¢=—{ non acc.
9=3r/2 = mgl+mglé=0 = &=—{ non acc.
kfcost =mg = —mglsintd —mglcost — mg€sind + mgésind = 0.

L’ultima equazione diventa sin + cosv = 0, da cui ¥ = 37/4 o ¥ = —n/4. Nel primo caso risulta £ < 0
che non e accettabile, nel secondo si ha
m
=2

che e accettabile quando \/ﬁmg/k < 20, ovvero per A < v/2.
Quindi abbiamo una sola posizione di equilibrio:

P(%\[,—%) per A < v/2.

2. Calcoliamo la matrice hessiana del potenziale:

—kcos? —mg sin ¥ + 2k& sin ¥ cos ¥

H= —mgsint 4 2kEsind cos¥  mg(—LcosV + £sin ¥ — £ cos V) + k& (cos? ¥ — sin? 9)

e dunque
—k/2 —mgv/2/2
—mgV2/2  —mgly2 —m?g?/k|"

La traccia dell’hessiano € negativa, mentre il determinante si scrive

H(P) =

mgkl/sqrt2/2 +m?g? /2 — m*g? /2 = mgkl/sqrt2/2 > 0

quindi la posizione di equilibrio P & sempre stabile quando esiste (ovvero per A < v/2).



3. Si hanno le due famiglie di posizioni di confine (0,9) e (2¢,9). Nel caso £ = 0 si ha wg > 0 e quindi

%—g =mgcost <0
oUu .
99 = —mglsin — mglcosv =0
da cui 3
Y= Zﬂ.

quindi abbiamo trovato la posizione di equilibrio di confine (0,37 /4) valida per ogni A.
Allo stesso modo, per £ = 2¢ si ha we < 0 e quindi

8—U = mgcost — 2kl cos> ¥ > 0

o¢

ou . . 2 .

0 = —mglsiny — mgl cos ¥ — 2mglsin + 4k£* sin cos ¥ = 0.

Dalla seconda si ha
—3mgsin® — mgcos 9 + 4klsin ¥ cos¥ = 0

ma purtroppo questa equazione trigonometrica ¢ di difficile soluzione (El pud dimostrare che per A > /2
si ha sempre una posizione di equilibrio di confine (2¢,9), con 7r/4 < ¥ < 27).

4. La velocith angolare di entrambi i corpi rigidi ¢ Jde,. L’asta OA ha un punto fisso nell’estremo O,
quindi

11 . 2 :
KOA = 55771(28)2792 = §m£2ﬁ2
Per I'asta BC' usiamo il Teorema di Konig:
1 2, L .a, 0
KBC = §m|’UG2| + §Jz2219 .

Poiché _ ) _ ) ) )
vg, = (—0Usind + £sind + £ cos¥)ey + (09 cos ¥ — Ecos ¥ + U sind)e,,

si ha |[vg,|? = (202 + €2 4 €292 — 20£0 e dunque
1 . . . .. 11 . 2 . 1 . . ..
Kpo = 5m(m2 + €2 + 2097 — 20 + 5Em(2€)2192 = §m€2192 + im(fz + 292 — 24€0).
Dunque

2 . 2 . 1 . . .. 4 . 1 . . ..
K =Ko+ Kpc = gmM? + gmM? + 5m(g2 + 292 — 2060 = §m€2192 + 5m(g2 + 292 — 20€09).

IT) La densita della figura & data dal rapporto tra la massa e l’area, quindi

m m 4

62—%52 Y

p:

Quindi la massa della lamina quadrata piena vale mg = pf? mentre quella del foro circolare vale mp =
pl? /4.
Calcoliamo la matrice d’inerzia Jg in un sistema baricentrale parallelo a quello in figura, considerando
che il baricentro G della lamina sta nel centro del foro circolare. Si ha

1 12 1Z4<1 7r) 16 — 37 2

I =J%=—-mol? ——mp—=—pl* (- - — | = ———
T = et T =Pt \3 T 16) T 484 —n)

mentre J3C§ vale il doppio, essendo la somma dei due, e i prodotti d’inerzia sono nulli.



Ora spostiamo la matrice in O mediante il teorema di Huygens-Steiner: si had = (G—0) = (¢/v/2,£/+/2,0),
dacui d®> =2 e
mé?/2  —ml?/2 0

m(d*l —d®d)= |-me/2 me/2 0
0 0 me?
Quindi risulta
Iyl +ml? )2 —ml?/2 0
Jo=Jg+m(d* —ded) = —ml? /2 momyml? +ml? /2 0
0 0 163 02 + me?

24(d—m)



