Risoluzione della prova di Meccanica Analitica del 14 gennaio 2022

I) 1. Scegliamo come parametri lagrangiani ’angolo ¥ (in verso antiorario) indicato nel testo e 'ordinata
& = yo del centro del disco. Si ha

(C=0)=¢ey,
(P—0)=(P—-C)+ (C—0)=Rsinve, — Rcosve, + e, = Rsinde, + ({£ — RcosV)e,
|P —O|* = R* + €% — 2R cos ¥,

quindi il potenziale ¢ dato da
1 2 L o
U = —-mgyc — mgyp — §k|P — 0" = —2mg& + mgRcos ¥ — 5/65 + kRE cos 9 + cost.
Le posizioni di equilibrio si trovano nei punti stazionari del potenziale:

aa—g =—-2mg —ké + kRcos? =0
oUu . e
30 = —mgRsin?¥ — kREsind = 0.

Dalla seconda raccogliamo sin 1, da cui

sind =0 VvV 52—@.
k
Sostituendo nella prima si ha:
2mg 2mg
9=0 = 2mg—ki+kR=0 = EZR—T = P R—T7O§
2mg 2mg
d=m1 = -2mg—ké—kR=0 = EZ—R—T = P —R—T»WQ
my
5:—7 = —2mg+mg+kRcos¥=0 = cosv=A

Se A < 1, I'ultima equazione fornisce altre due posizioni di equilibrio:

P (—%,arccos )\) , Py (—mg

7 27 — arccos )\) .

Quindi si hanno quattro posizioni di equilibrio per A < 1 e due posizioni per A > 1.

2. Calcoliamo la matrice hessiana del potenziale:

9y — —k —kRsind
" |—kRsind —(mg+k€)Rcosd|’

Si ha

H(P) = {_Ok —(mg + kj(’)% - ng)R] - {_Ok —(—m90+ kR)R]

e quindi P; e stabile per —mg + kR > 0, ovvero per A < 1.
Procediamo con Ps:

e quindi P, ¢ sempre stabile.
Nel caso A < 1 abbiamo anche



che ha determinante negativo, quindi P34 sono instabili quando esistono.

3. Calcoliamo la velocita di P:

vp = %(P -0)= R cos Ve, + (f + Rlésinﬁ)ey = 1112;. = 5.2 + R29?2 + 2Rél§sin19.

Quindi 'energia cinetica del punto P ¢ data da

1 1 . . ..
Kp = imvfp = im(ﬁ + R%9? + 2R sin ).
La velocita angolare del disco e Je, e usando il Teorema di Konig si ha
1 1 .

Kisco = imvé + 5;]202192
Poiché 1

vo =Eey, JG = imR2.
si ha

Kiisco = lmf2 + 1mR%12

disco 2 4 .

Dunque

1 . . .. 1 . 1 . . 3 . ..
K = Kp + Kgisco = im@? + R%*9% + 2REsin ) + §m§2 + imRQﬁ2 =mé? + imRQﬁ2 + mREY sin 0.
Per scrivere la matrice K basta raccogliere % e scrivere la matrice della forma quadratica in g = (5 , 19)
1 . ) ..
K= 3 <2m§2 + ng2192 + 2mRE&Y sin 19) ,

da cui
K — 2m mRsin
~ |mRsind %mR2 '

IT) La figura piana ha un asse di simmetria, quindi la matrice d’inerzia ¢ diagonale. Suddividiamo la
figura in un quadrato centrale e due triangoli emiquadrati. Essendo I’area del quadrato il doppio di quella
dei triangoli, si avra, con notazione ovvia,

mp =m, mg=2m.

Per il quadrato si ha

1 1 5 2 1 5
JQ = dlag <3mQ€2, Eszz’ 12mQ€2> = dlag (3m€2, émKQ, 6m€2> .
Per ogni triangolo si ha
1
JT P 62
11 6m )

mentre per asse verticale bisogna usare il Teorema di Steiner (ricordandosi di passare per il baricentro):
denotando con A il vertice dell’angolo retto, si ha

Jo=JG+m|G—O|2zJA—m|G—A|2—|—m\G—O|2,

dove 1 14 . ¢ 5
2
. A== —O0|=-+-="120
Ja 6m£ e | 3 |G | 513 66
Quindi
1 25 1 1 7 3
T _ Zf2 225 2 ) = Sl ol = o2,
Joo = 5 +m 36 9, g™ + Tk M
Risulta

1 3 11
JT = diag [ —me?, ~me?, —me*
1ag(6m M gm ,
e quindi in totale

5 8
J=J9 +2J7 = diag <m€2, §m€2, 3m€2> )



