Risoluzione della prova di Meccanica Analitica del 10 giugno 2022

I) 1. Usando i parametri indicati nel testo, si ha ¢, 9 € [0, 27).

Denotando con G il baricentro della lamina, troviamo

zq = —3 cos 1,

(P —0O) = Lcos pe, + Isinpe,,
(P—D)=(P—-0)+(0O—D) ={cospe, + L(sinp — 1)e,,
|P — DJ? = 2% — 20*sin ¢,

quindi il potenziale ¢ dato da
1 14
U=—-mgzg —mgzp — §k|P —D|* = mgy cos ¥ + kf? sin ¢ + cost.

Notiamo che il punto P si muove in un piano orizzontale, dunque la sua forza peso non contribuisce al
potenziale.

Le posizioni di equilibrio si trovano risolvendo

oU .

50 = —mgy sint =0
ou = kl? cos p = 0,
I

da cui subito troviamo le posizioni (0, %), (0, 37), (r, %), (, ).

Calcolando la matrice hessiana del potenziale, che ¢ diagonale,

—mgé cos ¥ 0

H= 0 — k02 sin @

e dunque I'unica posizione stabile ¢ (0, 7).

2. Calcoliamo subito I’energia cinetica del punto P:

d 1 1
vp = a(P —0) = —{lpsinpe, +lpcospe, = Kp= §m|'vp|2 = §m€2<p2.

Per la lamina conviene mettersi in un sistema di riferimento Ox’y’z’" in cui e, € lungo (A — O), e, &

lungo (C' — O) e e, perpendicolare alla lamina. In questo sistema di riferimento la matrice d’inerzia si
scrive

2 2
m:f 77714: 0
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o= |3 w G
2
0 0 2me

3
Per la velocita angolare vale la decomposizione

w = —de, + pe,
e poiché e, ¢ perpendicolare a e,, vale
e, = —cosve, +sinve, .

Quindi )
w = —vey — pcosie, + psinde,.

Visto che la lamina ha il punto O fisso, la sua energia cinetica ¢ data da

1 1 2. 02 2mi? 02 .
—w - Jow == (mﬂQ + ngbQ cos? ¥ + ¢?sin? 9 n; — mTﬁgb cosﬁ)

2 2 3
1 /mé ., mé , .9 me . .
— 5 (50 st o) = B o ).



3. La posizione stabile ¢ (0, 7). La matrice dell’energia cinetica nella posizione di equilibrio ¢ data da

me? _ me?
— 3
J= _ mf? m@é

4 3

mentre ['hessiano del potenziale vale

quindi la lagrangiana approssimata si scrive
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IT) Poiché 'asse y ¢ di simmetria materiale, la matrice risultera diagonale. Conviene suddividere la lamina
in tre lamine quadrate come mostrato in figura. La massa di ogni quadrato sara m e il lato /.

Ay

Ricordiamo poi che una lamina quadrata omogenea di lato £ e massa m ha matrice d’inerzia baricentrale
data da Jg = diag(m/¢?/12,m/¢?/12,m/¢?/6). Quindi si ha

me?
Jcl)n = Jgu = ‘%22 = 12

Per calcolare gli altri momenti d’inerzia, usiamo il Teorema di Steiner, con |d| = £+/2/2:

me? m€2 7

Jézz = J<3)22 = Jgn ~ 12 + 5 ~ 12 me?.
Quindi si ha
me? 7 3
JOll = J(ljll + ng]_ + ngl = 2? + Emﬁ = Zm€2,
me? 5
Joza = Joss + Jom T Jb20 = 75 + QEmKQ U

Infine, poiché la lamina & piana, si ha Jog3 = Jo11 + Jogs, quindi Jos3 = 2mf?. In definitiva, risulta

Jo = diag <Zm€2, gm€2, 2m€2> .



