Risoluzione della prova di Meccanica Analitica del 30 giugno 2023

I) 1. Usiamo il parametro ¢ indicato nel testo e come £ l'ascissa del centro G lungo l'asta: in questo
modo si ha la limitazione & € [0, 4¢].

Nel caso £ € (0,4() usiamo il potenziale, che si scrive

1 k
U = —-mgyc — mgya,... — §ky?; = 2mg¥l cos ¥ + mg€ cos ¥ — §§2 cos? 0.

Le posizioni di equilibrio si trovano risolvendo

ou 2.4

8—€—mgcosq9 k€cos® ¥ =0

ou . . 2 .

59 = —2mglsin ¥ — mgé sin ¥ + k& sin v cos ¥ = 0.

Raccogliendo, si ottiene
{ cos¥(mg — k€ cos¥) =0

sin 9(—2mgl — mgé + k&% cos ) = 0.

Prendendo nella prima cos? = 0 e sostituendo nella seconda, si ha & < 0 che non & accettabile. Quindi
bisogna prendere nella prima k€ cos ¥ = mg. Sostituendo nella seconda si ottiene

sin ¥(—2mgl — mg& + mg€) = sind(—2mgl) =0

da cui ¥ = 0, 7. Ma per ¥ = 7 si ha ancora £ < 0 che non & accettabile, quindi resta solo ¥ = 0 da cui
& = mg/k, che & accettabile per mg/k < 4¢, ovvero per A < 4.

Quindi si ha solo la posizione
P (%,O) per A < 4.

Calcolando la matrice hessiana del potenziale troviamo

—kcos? —mgsind + 2k& sin 4 cos ¥
—mgsin® + 2kEsin¥ cos  —2mgl cos ¥ — mgé cos ¥ + kE2(cos? 9 — sin? 9) |’

e quindi risulta
—k 0
H(P) = { 0 —2mg€]

che & sempre definita negativa, quindi P quando esiste & stabile.

2. Si hanno posizioni di confine per £ = 0 e per £ = 4¢. Nel caso ¢ = 0 si ha 5 > 0, quindi

mgcos®¥ <0
—2mgfsind = 0.

Dalla seconda segue ¢ = 0,7 e la prima & soddisfatta per ¥ = 7, quindi (0, 7) & posizione di equilibrio di
confine.

Nel caso & = 4¢ si ha € < 0, quindi

mgcost — 4kl cos’9 =0
— 2mglsind — 4mglsin ¥ + 16k*sin ) cos ¥ = 0.

Studiamo la seconda: raccogliendo sin si ha ¥ = 0,7 e resta

—6mgl + 16k’ cos¥ =0 = cost¥ = g)\.



Per ¢ = 0 la prima risulta mg — 4k¢ > 0, da cui A > 4, quindi (4¢,0) & posizione di equilibrio di confine
per A > 4.

Per ¥ = 7 si ha —mg — 4k¢ > 0 che non € mai vera.

Per cosd = %A si ha

3 9 3 3
Smgh — — k0% > SkO( N2 —ZX2) >
89N 16 0 = 3 < ) 0

che non ¢ mai vera.

Riassumendo: abbiamo trovato in tutto due posizioni di equilibrio di confine: (0,7) e (44, 0); la seconda
lo & solo per A > 4.

3. Per 'energia cinetica usiamo il Teorema di Konig. L’asta ha I’estremo O fisso, quindi

1 11 8 .
asta — =355 4 a5 2 2-
Kasta = v Jow = 23m( 0)? 92 3m€ 9

Per la lamina calcoliamo
(G —0) =¢sinve, —Ecosve, = vg= (f sin ¥ 4 &0 cos Ve, — (§ cost) — {“1§‘Sin19)ey7

da cui |vg|? = €2 4 €292, Quindi

1 1 1 . . 1 ..
Kiam = §m|vG|2 + Jw" Jow = Zm (52 + 29 + 6£2192> .

L’energia cinetica totale si ottiene da
1 16 . - . . 1.,. 1 . . 11 . .
K = Kasta + Kijam = §m (3£2'l92 + 52 + 62192 + 6€2ﬁ2> = im <§2 + 52192 + 2£2192) .

In particolare, la matrice dell’energia cinetica K & data da

m 0
K= {O 121m€2+m§2} '

II) 11 corpo ha un asse di simmetria (quello verticale), quindi i prodotti d’inerzia sono nulli.
Per ogni asta si ha
1
J;slta = (\f‘e) SlIl n 9 ‘e Ja252taa
4 BE
quindi
2 2 4
Jaste = dlag <3m€2 §m€2 3m€2)
Per il disco applico il teorema di Steiner, ottenendo
5 1 3
Jdisco = dlag (4777/(2 ZmEQ 2m€2>
Quindi la matrice d’inerzia della figura & data da
23
Jo = di 2, 42 me* ) .
0= a8 (12m 12

Per calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse tratteggiato, dobbiamo scriverne il versore: la direzione
¢ data da (1,1, 0), normalizzando otteniamo

()

123, 111, 17
T 212 212 12

quindi
62



