Risoluzione della prova di Meccanica Analitica del 6 giugno 2024

I) 1. Come parametri lagrangiani usiamo l’ascissa di P a partire da G lungo la retta OB e I’angolo ¢
indicato nel testo: in questo modo si ha la limitazione & € [—¢, £].

Nel caso £ € (—¢,¢) usiamo il potenziale, che si scrive
1 2 ko
U= —-mgyc — mgyp — §k|P — GI* =mglcost +mg(f + &) cost) — 55 .

Le posizioni di equilibrio si trovano risolvendo

aa—g =mgcosty —kE =0
ou = —mglsin® — mg(£ + &) sinv = 0.
oY
Dalla prima equazione si ha & = £ cos ¥ e raccogliendo nella seconda e sostituendo, si ottiene

2,2
sin 9(—2mgl — g

cosv) =0,
da cui 5
9=0,m, 9=—=.
ST cos 3
Per 9 = 0 si ha § = 72, che ¢ accettabile se A < 1.

Per 9 = 7 si ha £ = —74, che ¢ accettabile se A < 1.

L’equazione cos? = —2/\ & risolubile se A > 2 e in questo caso si ha

2
52@60519: ng

- —TX>—E = 2<1

e quindi le soluzioni non sono mai accettabili.
Quindi si hanno le posizioni di equilibrio
m m
P (%,0) , Py (—Tg,w) per A < 1.

2. Calcolando la matrice hessiana del potenziale troviamo

9 — —k —mgsin ¢
" |—mgsin9d —2mglcostd — mgécosd|’

e quindi risulta

—k 0
() = [ 0 —2mgl— mz‘f}

che & sempre definita negativa, quindi P; quando esiste ¢ stabile.

Per Ps:

H(P,) = [Ok nggo_ mjgf] - {_ok mgz(g—A)]

e per A < 1 si ha sempre una sella, quindi P, ¢ instabile quando esiste.

3. Si hanno posizioni di confine per £ = +¢. Nel caso & = —¢ si ha £ > 0, quindi

mgcost+ kf <0
—mglsind = 0.



Dalla seconda segue ¥ = 0,7 e la prima & soddisfatta per 9 = w e A > 1, quindi (—¢,7) & posizione di
equilibrio di confine per A > 1.

Nel caso & = ¢ si ha € <0, quindi

mgcosty —kl >0
—3mglsindg = 0.

Dalla seconda segue ¥ = 0,7 e la prima ¢ soddisfatta per ¥ = 0 e A > 1, quindi (¢,0) & posizione di
equilibrio di confine per A > 1.

4. Per trovare l'energia cinetica usiamo il Teorema di Konig. La lamina quadrata ha I’estremo O fisso,
quindi
1 12 . 2 .
K]am = iw . JOOJ = igm(\/ﬁg)QﬁQ = §m€2192.
Per il punto materiale calcoliamo

(P—0) = ({+€)sinde, —({+E) cosVe, = wvp = (Esin+((+E)D cos)e, — (€ cosI—(L+E)Dsin)e,,

da cui |vp|? = €2 + (£ + £)%92. Quindi

1 1 . .
Kp = §m\”P|2 = §m(§2 + (£ +&)*0?).

La lagrangiana si ottiene da

L(€9,6,0) = Kam + Kp+ U = %mﬁﬁz + %m(SQ + (€ + €)%9?) + mgl cos 9 + mg(l + €) cos 9 — ggz.

IT) La lamina non ha evidenti assi di simmetria. Possiamo suddividerla mediante ’asse y in due triangoli

rettangoli di cateti £ e 2¢, ognuno con massa m. I due triangoli avranno la stessa matrice d’inerzia rispetto
ad O.

Consideriamo il triangolo nel semipiano y > 0; ricordando la matrice d’inerzia di un triangolo rettangolo
rispetto ai suoi cateti, abbiamo

%mﬁ - %mEQ 0
Jo, = |—tml*  iml? 0
0 0 2me?

3

dove O, ¢ il vertice dell’angolo retto. Ora vogliamo spostare questa matrice in O; dovendo passare per il
baricentro Gy del triangolo, troviamo d = (G; — O1) = (¢/3,2¢/3,0), quindi

%mﬁz f%mﬂ 0 %mEQ %Smfz 0
Jo, =Jo, —m(|dPl —d®d) = Jo, — | —2ml*  Fml? 0 |=|gm? Hm? 0
0 0 Sme? 0 0 ml?

Ora calcoliamo d = (G1 — O) = (¢/3,—¢/3,0), da cui

Lz Ime? 0 Imez lme? 0
tria __ 21 _ i 2 i 2 _ i 2 i 2
Jo* =Jg, +m(ld|*l —d®d) = Jg, + |gml* gmL 0 = |gmts gml 0
0 0 Zme? 0 0 gmf?

Poiché la matrice d’inerzia dell’altro triangolo e identica, basta raddoppiare, e dunque

%mEQ %mﬂ 0
JO = ngQ §m€2 0
0 0 me?



