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A) Come gia indicato in figura i gradi di liberta sono due e i parametri lagrangiani sono tali che
VRS [—%; ﬂ e ¢ € [0;2m).

Calcoliamo le coordinate del baricentro G della lamina quadrata, Gy dell’asta e (B — K) (dove K

e l'estremo della molla sull’asse z):
(G-0)= gﬁ sine; — gﬁ cos ey
I . ¢
(G —0) = §sm<p+ V2Usind | e — §cos<p+ V20l cos? ) e,

(B — K) = —V/20 cos Ve,

1) 1l potenziale & dato da:

k
U = —mgye — mgyc, — §|B—K|2 =
2 14
= gmgﬁ cosv + Mg CoS P + V2mgl cos 9 — k(2 cos? 0.

Ora calcoliamo le posizioni di equilibrio:

g—g = —gmgfsinﬁ — V2mglsind + 2k(? cosIsind = 0
8—U——m gsin =0
dp Jg R =

Dalla seconda segue subito sin ¢ = 0 da cui ¢ = 0 oppure ¢ = 7.

Dalla prima invece

sin ¢ (—g\/ﬁmgﬁ + 2k(* cos 19) =0

?

da cui sind = 0 quindi ¥ = 0 oppure ¥ = 7 che pero non e accettabile dato che 9 € [—%; %}

abbiamo poi



Y =
cos T
2
quindi ¥ = + arccos 3v2mg accettabile se
4kl
V2 3vV2myg .
2 4kt —

2
cioe 3§mg < 2kl < 3mg.
Riassumendo:

e P (0,0),

L P2 (0771-)7

3vV2

o Py (j: arccos ( \i;;g> ,O),
2

o P56 <:|: arccos (3\2259) ,7?),

2
con 3§mg < 2kl < 3mg.

2) Valutiamo la stabilita delle posizioni di equilibrio appena trovate.

g—g = —g\/imgf cos ) — 2k* sin® ¥ + 2k0? cos® 0,
U U
aﬁ&p_o, a—(pz——mg§cos<p

Valutiamo 'hessiano nei punti di equilibrio.

—§\/§mg€ + 2k(? 0
0 —mg—



3
quindi P, e di equilibrio stabile solo se i due autovalori sono entrambi negativi, cioe se —5\/§mg€ +

2k(% < 0, da cui 3v2mg > 4k(.

§\/§mg€ +2k02 0
H(P) = |? ¢

0 —

H (P) ha due autovalori positivi, quindi P, & una posizione di equilibrio instabile.

Passiamo a Ps/y.

2
3 3v2mg 3v2mg
—=V2mgt < ) — 2k0? + 4k (? < 0
H (Pys) = 2 4kl Akl

0 —mag—
mgy

P34 sono stabili se

2
3 3\/§mg 9 9 3\/§mg
—5\/§ng( o ) — 20+ 4k | = <0

che, facendo qualche conto, equivale a
Im2g* < 8k*(?
ed estraendo la radice

3mg < 2v/2kl

2
che e verificata dato che deve valere la condizione 37mg < 2kl < 3mg.

Passiamo a Ps g

2
—gﬁmge <3\/§mg ) — 2hf2 + 4k <3ﬂmg ) 0

H (Psjs) = Akl Akl
l
0 -
mgs
di cui un autovalore ¢ positivo quindi le posizioni di equilibrio Ps/s sono instabili.
3) Cerchiamo le posizioni di equilibrio per ¢ = —% e = % e ¢ arbitrario.

T
Cominciamo da <_Z’ go). Innanzitutto wy > 0 e w, € R, quindi si dovra avere



ou 3 2 2v/2
o <0 3 Y2 00— ke Y2Y2 g
- 2 2 2 2
o _, o,
D —mgy sing =
dalla prima risulta 3mg < 2k¢, dalla seconda troviamo ¢ = 0 oppure ¢ = 7. Quindi se vale la
.. m 7T L. el .
condizione 3mg < 2k/, allora <_Z’ O) e <_Z’ 7r> sono posizioni di equilibrio di confine.

Vediamo ora (%, go). Questa volta wy < 0 e w, € R, quindi

oU

a5 20 3 Y2 0+ 222 Y2 5
2772 2 2

oU =

- =0 —mgésimp:O

ofte 2

dalla prima risulta ancora 3mg < 2k/, dalla seconda troviamo ¢ = 0 oppure ¢ = 7. Quindi se vale
la condizione 3mg < 2k/, allora (%, 0) e (%, 7r) sono posizioni di equilibrio di confine.

4) L’energia cinetica ¢ data da

Lo
Mg, + 5

J33 -2
2

1 .
K:§ 33192+

dato che O e un punto fisso e che la velocita angolare della lamina quadrata e wg = Jes e quella
dell’asta ¢ w4 = Yes.

Calcoliamo la velocita di G,
‘. : 0. . -
vg, = §<pcos<p+\/§£19cosﬁ e + §<psmg0+\/§£1981n19 e

2 . : .
e quindi v, = —@? + 2029% + V2020 cos p cos ¥ + V2% sin g sin V.

4
2

Ora, dato che J3 = §m€2 e J&§ = % otteniamo

Loopge 1 & 2,92 2 2 me>

K = gmf 97 + 5™ 4g0 + 20292 + V2029 cos p cos ¥ + V200 sin psin ¥ +ﬂap =
1 : 02 . 2 .
= gmfzﬁQ 724 O* + n; O* 4+ ml*9? + gmfzﬁgb (cos pcost + sinpsiny) =
2
2 .
= Sm9 + m; s gmﬁﬁgb cos (¢ — )



Il corpo e rigido piano, quindi Jy; + Joo = J33, i piani xy, yz e xz sono di simmetria materiale,
quindi J15 = Ji3 = Jo3 = 0 e per simmetria si ha Jj; = Jos.
Vediamo la figura scomposta nel quadrato ABCD (figura 1) e nel quadrato EFHI (figura 2).

La densita di massa ¢

~om _4m
PR
4
e le masse sono
——o  4ml* 4 ——o 4m* 1
my = pAB = =-m, mo=pEF =——=-m

323
(per ladditivita delle masse m = m; — ms).
I momenti d’inerzia della lamina ABC'D di massa m; e lato ¢ sono:
T _m1£2_4_m§_m€2
T=dn="0" =5 = g
I momenti d’inerzia della lamina EFHI di massa my e lato ¢/2, dato che il quadrato ha una

struttura giroscopica, sono:

mol>  m > ml?

J=Jh ===
W72 7 19,47 348 144

Quindi



ml?  me? 5 5
e]11 = JQQ = Jlll — J121 = T — m = 4—8m€2, J33 = 2J11 = ﬂmﬁ

La matrice d’inerzia risulta



