Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 10 luglio 2015
a cura di Sara Mastaglio

1) Innanzitutto indichiamo con G e G2 i baricentri delle aste AB e BC' e scegliamo come parametri
lagrangiani
¢:=1,€R e Y=y AB¢c [0,27 ).

Calcoliamo i vettori principali

(A—-0)=¢e
(G1 —O) = (£ +{senv) ey — L cosvey
(Go — O) = (4 2lsenV + L cosV) ey + (£ sent) — 20 cos V) e.

1. Per determinare le posizioni di equilibrio calcoliamo innanzitutto il pontenziale:
k 9 k .
U= —mgys, — mgyc, — 3 |A — C|” = 3mgl cos — mgl sen ) — 55 +ec.

Le posizioni di equilibrio sono date da

ou
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ou ’
39 = —3mglsen —mglcosv) =0
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dalla prima troviamo subito ¢ = 0, mentre dalla seconda troviamo tgv = -3 da cui

1 1
¥ = — arctg (§) e V) =m — arctg (5) ;

otteniamo quindi le due posizioni di equilibrio

1 1
=] (0, — arctg (§>) e Py (0,7? — arctg (g)) .

Per il calcolo della stabilita determiniamo 1’hessiano:

2 2 2
o*U i o°U 0 o*U

e =k @: : W:—?)mgécosﬁ—l—mg@sem?,

quindi

—k 0
H (&) =
0 —3mglcos? + mglsend



Ora valutiamo 1’hessiano nelle posizioni di equilibrio:

—k 0
0 —V10mgl

quindi, dato che i due autovalori sono entrambi negativi, la posizione P; ¢ di equilibrio stabile;

H(P) =

—k 0
0 \/Emgf

quindi, dato che ho un autovalore positivo e uno negativo, la posizione P ¢ di equilibrio instabile.

H(P) =

2. L’energia cinetica e

1 1 1 1
K = §mvél + §w1 Ja,wi + §mvé2 + §w2 -Ja,wo
con Wi = Wy = 19e3; per un opportuno sistema di riferimento, tenuto conto che le aste misurano 2¢
sia ha
0 0
f2
Jo,=Ja, =0 —/— 0
0 me?
3
e

Vg, = (f + 09 cos 19) e + 29 sen e,

VG, = <§ + 204 cos ) — £ sen 19) e + (619 cos ¥ + 209 sen 19) €es;
dopo un po’ di conti I’energia cinetica risulta

20 .. .
K = % (Qg2 + ?062192 + 2060 (3 cos® — sen 19))

3. Per determinare le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile

P, dobbiamo calcolare

det (w*J (@) +H (g)) =0,

1
con q = (0, — arctg (5) ) Calcoliamo J (q):

2m ml (3 cos ) — sen ¥})

J(g) = 2
ml (3 cos) — sendd) §0m€2



quindi calcolata nella posizione di equilibrio stabile diventa

2m V10me
J(q) =
V10 m/ ?mﬁz

dato che #H (q) ¢ gia stata determinata per lo studio della stabilita, possiamo subito calcolare
2mw? — k V10 mlw?

det 20
V10 mlw? Emﬁ%ﬂ — /10mgt

= 0.
Quindi le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile sono soluzioni

dell’equazione

1 2
§Om2€2w4 — (2\/1_0m2g€ + §Om€2k> w? +V10mglk = 0.

2) Per calcolare la matrice d’inerzia della lamina L consideriamo la differenza tra la matrice d’inerzia

della lamina quadrata piena ABHF (che chiameremo P) e quella della lamina quadrata vuota

DCHE (che chiameremo V') entrambe rispetto al sistema di riferimento Azyz indicato in figura.



Cominciamo con il calcolo delle masse delle lamine P e V. La lamina P ha massa mp = 4(?p,

mentre la lamina V' ha massa my = £?p, dove p ¢ la densita di massa. Per I'additivita delle masse

la lamina L, che ha massa m, ¢ data da

m:mp—mvzp(4€2—€2)

da cui si puo ricavare la densita di massa

m

p: 3627

sostituendo p nelle espressioni di mp e my otteniamo

La matrice d’inerzia della lamina P rispetto al punto A, tenuto conto che la lamina quadrata ha

lato 2/, &
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La matrice d’inerzia della lamina V' rispetto al punto G e
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quindi, rispetto al punto A, utilizzando Huygens-Steiner, &
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La matrice d’inerzia cercata ¢ quindi data dalla differenza J4 — JY:




me? ——ml?> 0
12
Jﬁ = —1—72m€2 me? 0 : (0.1)
0 0 2mi?

Infine, il momento d’inerzia della lamina rispetto alla retta r ¢ dato da J, = 7 - Jir con 7 il versore
V2 V2 0
2 ) )

T
5 ] e quindi il momento d’inerzia,

dell’asse r; essendo BAD = %, il versore risulta r = [

dopo alcuni conti e
5

_ 2 2
Jr—12m€.



