Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 12 febbraio 2016
a cura di Sara Mastaglio

1) Definiamo i seguenti parametri lagrangiani:
§:=|B—0|€R e ¢:=y BC€[0,2n).

Indichiamo con G il baricentro dell’asta AB, con G4 quello dell’asta BC' e con H e K le proiezioni

sull’asse x rispettivamente di A e ('; determiniamo ora i vettori che ci serviranno in seguito:

(G —0) = —gcos Je; — (5 + g senﬁ) e,

1 1
(G2 —0) = 3 senve; — (5 + 500519) €,

(A—H) =—({+ lsen?) ey,

(C—K)=—(£+{cos?)es.
A) Per trovare le posizioni di equilibrio del sistema calcoliamo innanzitutto il potenziale:

k 2k 2
U:—mgygl—mgyg2—§|A—K| —§|C—H\ =
1 14 k s k 5

=mg | &+ §COSDQ +mg | €+ Esemﬁ‘ - §\£+€sem9| - §|§+€cosz9| =

= 2mgé — k€% + (%mgﬁ — k€§) (cos ¥ + sen?}) + c.

Le posizioni di equilibrio sono date da:

aa—(g = 2mg — 2k& — kl(sen v + cosv)) = 0
U (1 ;
59 = (§mg€ — k:éf) (cosv —send) =0

dalla seconda otteniamo immediatamente tgv = 1 da cui ¢4, = 7/4; 57/4, che sostituiti nella

prima equazione ci danno i relativi valori per delle ¢ e quindi due posizioni di equilibrio sono

P (@—Qﬁ Z) e Py (%—i—g@,?ﬁr);



. . mg o . . N
sempre dalla seconda equazione troviamo § = o valore che sostituito nella prima equazione ci da

m
sen ) + cos ) — k;_gg =0,
da cui Y
0 m
n(o45) - 52
e per avere soluzioni si deve avere la condizione —1 < g% < 1, quindi —v2 < % < v/2; inoltre
% > 0, quindi 0 < % < /2; troviamo infine gli angoli

e — Vamg\ w3 V2mg
3 — arcsen 9 /{6 4 (§] 4—477' arcsen B k€ .

Riassumendo otteniamo quattro posizioni di equilibrio:

mg V2, 7 mg V2, 5 mg mg
Pl(k 2 ’4)’ PZ(k t5 6 P3<2k’193)’ P4<2k’194>'

B) Per calcolare la stabilita delle posizioni di equilibrio appena trovate, dobbiamo determinare

I’hessiano:
0?U 0*U 02U 1
Y 9 2 _ oY _ _:
e k, 900 kl(cosv — sen}), 597 <k€§ ngﬁ) (sen v + cos 9),
quindi
—2k —kl(cos ¥ — sen )
H(E,0) =

1
—k{(cos ) — sen ) (Mf — §mg€> (sen? + cos )
Calcoliamolo nelle posizioni di equilibrio:

—2k 0

H () =
0 gmgf — k0?

2 2
e troviamo quindi che P; ¢ stabile se ngﬁ — k£? <0, cioe se k > g% Passiamo alla stabilita
di PQZ
—2k 0
H(P) = 2
0 —imgﬁ — k0?

2



e dato che otteniamo due autovalori negativi, troviamo che P, ¢ una posizione di equilibrio stabile.

Per quanto riguarda Ps, I’hessiano e

H(Ps) =

—2k —\/2k202 — m?2g?
_ /2]{;2@ _ m292 0

che ha traccia negativa e determinante negativo, quindi € una posizione di equilibrio instabile. Infine,

I’hessiano calcolato in Py ¢

H(Py) — [ —2k \/2k20% — m292]

\/2k202 — m?2g? 0

e anche in questo caso otteniamo traccia negativa e determinante negativo, quindi P, ¢ una posizione
di equilibrio instabile.

C) Per determinare le equazioni differenziali del moto dobbiamo prima calcolare 1'energia cinetica,
che e data da

1 1 1 1
K = Kap+ Kpc = vaél +gwas- Jo,wap + §mvé2 +3wse Je,wne

dove Jg, e Jg, sono le matrici d’inerzia delle aste AB e BC' calcolate rispetto ad un sistema di

riferimento centrato nei baricentri; wap e wpe sono le velocita angolari delle due aste. Dato che
1 1

siamo nel piano il secondo e il quarto termine risultano semplicemente EJéleZlB e EJéZQw%C. I

momenti d’inerzia valgono entrambi J& = J& = ml?/12 e anche le velocita angolari sono le

medesime wip = Wpe = 1963. Restano da calcolare le velocita dei due baricentri:
/. 0. /. ..
Ve, = —iﬁsenﬁel — &+ 519(30819 e e Vg, = 519 costve; — | £ — 519 sent | es,

quindi
. . 02 . . - e

L’energia cinetica, dopo qualche calcolo risulta

K = % (2m£2 + mlED (cos Y — sen ) + §m€2192) :

Possiamo quindi determinare anche la lagrangiana

L=K+U=mé+ %mﬁéﬁ (cos¥) —sen?) + %mﬁ%‘? +2mgé — k& + (%mgﬁ — Mﬁ) (cos ¥ +sen))



e da

doc_ o
dt g Oq
con ¢ = &, v troviamo le equazioni differenziali del moto. Cominciando dalla £ troviamo
a@? = 2mg — 2k& — kl(cos ) + sen ),
oL = 2mé + 1m£19(cosq9 —sent}),
3
d 1
%% = 2mé + 2m€19(cos ¥ — send) — §m€192(sen19 + cos V),

da cui otteniamo la prima equazione differenziale del moto:
I 1 .
2mé + §m€19(00519 —sen?) + (M - §m€192) (send) + cos V) + 2k& = 2my;

per quanto riguarda la ¢, invece

8_5 = —lmﬁéﬁ(senﬁ + cos V) + 1mgﬁ — kL€ ) (cos) — sen 1),
ov 2 2

i éméé(cosﬁ —send) + gmﬁ v,
%g—g = %mﬁg(cosﬁ —send) — %mééf’(senﬂ + cos¥) + §m€21§,

da cui otteniamo la seconda equazione differenziale del moto

3 <m§ —mg + 2]{;5) (cos®) — sen ) + 4ml) = 0.

m 2.5
D) L’unica posizione di equilibrio che & sempre stabile ¢ P, mg + £€ —7m | e quindi determiner-

k 2 74

emo le equazioni del moto linearizzate attorno a P,. Dapprima calcoliamo la lagrangiana linearizzata

C=q"V@a+qa- ™M@ (q-a)

2 2
V2,5 ]
_ m
Conq_[g 19] [5 19] €q= [7g+7£a17r] )
1
2m imé(cosﬁ —sen?)
J(q) = 1 2
§m€(cosﬁ —sen ) ngQ



e quindi

2m 0
J(q) = 2
(@) 0 Zn P

Avendo gia calcolato H (q) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta, dopo qualche conto,

4 2

5 2,2 k02 254/2 2
+ (5\8/_7ng€ — §7rk€2> U mkg —V2mgl — — — 5\/_7r2mg€ - —57T2k€2'

~ . ] ,
L= m§2 + %mEQﬁQ _ ]{62 + 2mg€& + \/ﬁkff + (gﬂ.k€2 B \/_§mg£ _ %) 192_’_

8 2 64 32

Per determinare le equazioni del moto linearizzate basta ripetere il procedimento del punto C) e

troviamo

omé + 2kE = 2mg + V2k(

16med + (241% +12v2mg — 307rk:€> 9 = 157 <\/§mg . ke) .
2) La matrice d’'inerzia del corpo rigido rispetto al sistema di riferimento Ozyz ¢ data da
Jo=Jg" + 15"

dove J94 e J9B sono le matrici d’inerzia delle aste OA e OB prese singolarmente (e rispetto al
medesimo sistema di riferimento). Dato che il corpo rigido ¢ piano si ottiene JA' 4 J&2 = J33; inoltre,
considerando che zy e yz sono piani di simmetria materiale, otteniamo anche J}? = J§* = JZ* = 0.
Ora, ricordando che la formula del momento d’inerzia di un’asta inclinata di una angolo « rispetto
ad un asse r passante per O & 2

2

Jy= o
3 sen- «

e visto che sia l'asta OA che I'asta OB sono inclinate di 45° rispetto agli assi x e y, otteniamo
facilmente )
ml

2

. 11,04 11,0B m . .

infine Ji = JbOA 4 JILOB _ 77 o chiaramente J22 = J da cui
o) o) 3 19) 0>

2
m. )
3 P
JO = 0 m_ 0
3 2
0 0 =mb?



