Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 9 giugno 2017
a cura di Sara Mastaglio

1) Un parametro lagrangiano ¢ gia fornito dall’esercizio, cioe ¥ € [0, 27, mentre come secondo
parametro lagrangiano possiamo scegliere ¢ := PB € [0,2R], dove le posizioni £ = 0 e £ = 2R sono
di confine.

Chiamiamo poi C' il baricentro del disco, G il baricentro dell’asta e scriviamo i vettori posizione

(C — O) = Rsenve, — Rcosve,,
(G — O) = 3Rsenve, — Rcosle,,
(P—0) = (4R — &) sende, —  cosve,.

1. Il potenziale & dato dalla somma del potenziale delle forze peso del disco, dell’asta e del punto e

dal potenziale della forza elastica:
U = Uisco + Uasta + Up + Uat = —mgyc — mgyc — mgyp — gIP — B? =
= —mg(—Rcos?) — mg(—Rcos?) — mg(—§ cos V) — 552 =
= 2mgR cos ¥ + mg€ cos ¥ — 262 +c.

Troviamo le posizioni di equilibrio:

%_[fj =mgcost —kE =0
g—g = —2mgRsen ¥ — mg¢ sen ) = 0;

dalla prima equazione ricaviamo & := %% cos ¥ che sostituita nella seconda equazione da

mgsen v <2R—|— %cosﬁ) =0

da cui send = 0 e costy = —%‘2; dalla prima equazione ricaviamo ¥, = 0 e ¥ = 7 a cui

corrispondono & = % e {& = —%2, che essendo negativa non ¢ accettabile; notiamo che affinché

&1 sia accettabile deve valere la condizione %4 < 2R, cioe A < 2. Infine, utilizzando la seconda

equazione troviamo £3 = —2R, che essendo negativo non ¢ accettabile. L'unica posizione di equilibrio
ordinaria ¢ dunque

P<%,O).



Calcoliamo ora 'hessiano:

2 2 2
%Tg = —Fk, ad = —mgsenv, 8_U = —2mgR cos ¥ — mg& cos vV

00?2
che calcolato in P ¢

—k 0
H(P) = 22 |
0 —2mg— mkg

dato che H(P) ha due autovalori negativi, P & una posizione di equilibrio stabile.

2. Cerchiamo le posizioni di confine P; (0,51) e P, (2R,§2).

Per quanto riguarda P; le velocita virtuali sono we > 0 e wy € R, quindi si dovra avere

ou

—| = 9 <0
9 |5, mgcos v < |
g—g . = —2mgRsentd; =0

tale sistema ha come unica soluzione accettabile P;(0, ).

Nel caso di P, le velocita virtuali sono we <0 e wy € R, quindi si dovra avere

ou 3

| = ¥y —2kR >0

7€ |, mg cos ¥y > |
a_U = —2ngsen52 —2mgR senty = 0
09 B,

tale sistema ci da come unica soluzione accettabile 1 = 0 con la condizione A > 2, quindi la posizone
di confine & P5(2R,0) se A > 2.
3. L’energia cinetica e data dalla somma delle energie cinetiche di disco, asta e punto:
K = Kiisco + Kasta + Kp.
Le velocita angolari sono wgyjse, = 1962 mentre Wystg = —1962; le velocita sono
v = 3RV cosVe, + RV sen ve,,
vp = <—§ send + (4R — 5)19 cos 19) e+ (—f cos ¥ + &0 sem?) ey.
I tre contributi dell’energia cinetica, tenendo conto che O ¢ un punto fisso per il disco, sono

1 1/3 .
Kd’isco == Ewdisco . JOwdisco = 5 <§mR2192) ,



1 1 1 . . 1 2R)? .
Kosta = 5mvé + FWasta JoWasta = 3 (9R2192 cos? ¥ + R*9? sen® 19) + 3 (m(12 ) 792> ,

1 1/ . . .
Kp= §mv% =3 <§2 sen? ) + (4R — £)?9? cos? ¥ + £2 cos® ¥ + 292 sen? ¥+
—2(4R — £)&D sen ¥ cos ¥ — 26€0 sen Y cos 19) ,

che sommati, dopo qualche conto, danno

1 /1 . . . . . .
K = 3 (ngQﬁQ + 24m R%9? cos® ¥ + m&? + €29% — 8mREY? cos? ¥ — 8mREY sen ) cos 19) .

4. La lagrangiana linearizzata si ottiene da

L= a@a+yla-a) H@(a—a

.. T
con g = [¢,9]", g = [£,)] eEZ[%,O] con \ < 2,

m —4mR sen ) cos
J(q) = 17, s )
—4 R sen 1 cos EmR + 24mR* cos” ¥ + £ — 8mRE cos” U
e quindi
m 0
J(q) = 161 m2¢®>  m2*gR
- 2 _
0 5 mR* + 2 8 A

Avendo gia calcolato H (@) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta, dopo qualche conto,

~ 1 242 . 161 . 242 .
L-3 (—k§2 - % + 2mge — 2mgo? — mkg 9% + mé? + %mR2192 + %02 - 87292) .

2) La matrice richiesta ¢ data dalla somma delle matrici dei quattro rettangoli, cioe
Jo=J5+ 4+ 3%+ 18,

dove la numerazione delle matrici d’inerzia si riferisce ai rettangoli che si trovano rispettivamente
nel 1°, 2°, 3° e 4° quadrante.

Essendo una lamina piana possiamo subito dedurre che Ji3 = Jo3 = 0. Possiamo anche osservare
che

ma?

1 _ 18 _
Jig = Jip = ——2 )
mentre

ma2

2 _ 74 _
Jio=Jiy =



e quindi
Ji2 = J112 + J122 + Ji?z + Jf2 = 0.

Gli altri momenti d’inerzia sono:

[\

ma 4
1 _ 78 _ 1 _ 18 _ 2
Jn=Jn=—, J22—J22—§ma7

3

ma?

4
J121 = Jfl = gmGQa J222 = J242 = 3

quindi
10
L2 g3 4 10,
J22 = J22 + J22 + J22 + J22 = Ema
ed infine
10 10 20
J33 = J11 + JQQ = —ma2 + —ma2 = —maQ,
3 3 3
da cui 10 _
—ma? 0 0
3 ma
10
Jo = 0 —ma? 0
’ 20
0 0 —ma?
! 3]

Dalla matrice trovata si puo dedurre che la lamina ha una struttura giroscopica.



