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1) I parametri lagrangiani sono già forniti dal testo dell’esercizio e sono

ξ := (D −O) ∈ [−4R; 4R] e ϑ := x+ÔB ∈ [ 0; 2π ) .

Calcoliamo le coordinate del baricentro del disco:

(C −O) = (ξ cosϑ−R senϑ)ex + (ξ senϑ+R cosϑ)ey

da cui

|C −O|2 = ξ2 +R2.

(a) Il potenziale risulta

U = −mgyO −mgyC −
k

2
|C −O|2 =

= −mg (ξ senϑ+R cosϑ)− k

2

(
ξ2 +R2

)
= −mgξ senϑ−mgR cosϑ− k

2
ξ2 + c.

Le posizioni di equilibrio si trovano dal sistema
∂U

∂ξ
= −mg senϑ− kξ = 0

∂U

∂ϑ
= −mgξ cosϑ+mgR senϑ = 0;

dalla prima equazione troviamo ξ = −mg
k

senϑ, che sostituito nella seconda ci dà

senϑ
(mg
k

cosϑ+R
)

= 0,

da cui ricaviamo senϑ = 0, cioè ϑ = 0, π, e cosϑ = −kR
mg

= −1

λ
, cioè ϑ = ± arccos

(
−1

λ

)
.

Utilizziamo i valori di ϑ trovati per ricavare le rispettive ξ e troviamo le posizioni di equilibrio:

• P1(0; 0);

• P2(0; π);

• P3

(
−R
√
λ2 − 1; arccos

(
−1

λ

))
valida se −1

λ
≥ −1, cioè se λ ≥ 1, ed inoltre se −R

√
λ2 − 1 > −4R, cioè λ <

√
17 e quindi

1 < λ <
√

17.



• P4

(
R
√
λ2 − 1;− arccos

(
−1

λ

))
valida se −1

λ
≥ −1, cioè se λ ≥ 1, ed inoltre se R

√
λ2 − 1 < 4R, cioè λ <

√
17 e quindi anche

in questo caso 1 ≤ λ <
√

17.

(b) Per valutare la stabilità delle posizioni di equilibrio calcoliamo l’hessiano:

∂2U

∂ξ2
= −k, ∂2U

∂ξ∂ϑ
= −mg cosϑ,

∂2U

∂ϑ2
= mgξ senϑ+mgR cosϑ.

Quindi

H(P1) =

[
−k −mg
−mg mgR

]
da cui risulta che P1 è instabile dato che detH (P1) = −mgkR−m2g2 < 0.

H(P2) =

[
−k mg

mg −mgR

]
da cui trH (P2) = −k −mgR < 0 e detH (P2) = mgkR −m2g2 è positivo se mgkR −m2g2 > 0,

cioè se λ < 1; quindi P2 è stabile per λ < 1.

H(P3) =

[
−k kR

kR −kR2λ2

]
da cui trH (P3) = −k − kR2λ2 < 0 e detH (P3) = k2R2(λ2 − 1) è positivo se λ > 1; quindi,

ricordando le condizioni di esistenza, P3 è stabile per 1 < λ <
√

17.

H(P4) =

[
−k kR

kR −kR2λ2

]
quindi ricadiamo nella situazione precedente, cioè P4 è stabile per 1 < λ <

√
17.

(c) Le posizioni di confine sono del tipo P 1(4R, ϑ) e P 2(−4R, ϑ).

Per quanto riguarda P 1 le velocità virtuali sono wξ ≤ 0 e wϑ ∈ R, quindi
∂U

∂ξ

∣∣∣∣
P1

≥ 0

∂U

∂ϑ

∣∣∣∣
P1

= 0

⇒

 −mg senϑ− 4kR ≥ 0

−4mgR cosϑ+mgR senϑ = 0,



che dà come soluzione ϑ = π + arctg 4 se λ ≥
√

17; quindi la posizione di equilibrio di confine è

P 1(4R; π + arctg 4).

Per quanto riguarda P 2 le velocità virtuali sono wξ ≥ 0 e wϑ ∈ R, quindi
∂U

∂ξ

∣∣∣∣
P2

≤ 0

∂U

∂ϑ

∣∣∣∣
P2

= 0

⇒

 −mg senϑ+ 4kR ≤ 0

4mgR cosϑ+mgR senϑ = 0,

che dà come soluzione ϑ = π + arctg(−4) se λ ≥
√

17; quindi la posizione di equilibrio di confine è

P 2(−4R; π + arctg(−4)).

(d) L’energia cinetica del sistema è data dalla somma dell’energia cinetica dell’asta Ka e di quella

del disco Kd. Notiamo che l’asta ha un punto fisso (il punto O), mentre il disco no (si potrebbe

essere tratti in inganno dal punto di contatto D tra asta e disco, ma questo non ha velocità nulla

in quanto si muove con l’asta), quindi l’energia cinetica totale è

K = Ka +Kd =
1

2
ωa · JOωa +

1

2
mv2C +

1

2
ωd · JCωd.

La velocità del punto C è

vC =
(
ξ̇ cosϑ− ξϑ̇ senϑ−Rϑ̇ cosϑ

)
ex +

(
ξ̇ senϑ+ ξϑ̇ cosϑ−Rϑ̇ senϑ

)
ey

e quindi v2C = ξ̇2 + ξ2ϑ̇2 +R2ϑ̇2 − 2Rξ̇ϑ̇.

Le velocità angolari sono ωa = ϑ̇ez e ωd =
(
ϑ̇+ ϕ̇

)
ez dove ϕ è l’angolo di rotazione propria del

disco; la condizione di rotolamento senza strisciamento è ξ̇ = −Rϕ̇, e quindi la velocià angolare del

disco risulta ωd =

(
ϑ̇− ξ̇

R

)
ez. Nel caso piano ci basta ricordare J33

O =
m`2

12
e J33

C =
mR2

2
. Dopo

qualche conto, tenendo conto che ` = 8R, l’energia cinetica risulta

K =
3

4
mξ̇2 − 3

2
mRξ̇ϑ̇+

m

12

(
41R2 + 6ξ2

)
ϑ̇2.

2) Per ottenere una trasformazione canonica poniamo le parentesi di Poisson uguali a 1:

[Q,P ] =
∂Q

∂q

∂P

∂p
− ∂Q

∂p

∂P

∂q
= 1

con

∂Q

∂q
= kp,

∂Q

∂p
= kq,

∂P

∂q
= −1

q
,

∂P

∂p
=

k

kp
.



Quindi

kp · k
kp
− kq ·

(
−1

q

)
= 1

cioè

k + k = 1

da cui otteniamo k =
1

2
.

La trasformazione, quindi, diventa
Q = Q(q, p) =

qp

2

P = P (q, p) = log

(
p

2q

) .

Troviamo ora una funzione generatrice F (q, P ):

p =
∂F

∂q
e Q =

∂F

∂P

quindi p = 2qeP =
∂F

∂q
, da cui si può ricavare F (q, P ) = q2eP + g(P ). Inolte

q2eP + g′(P ) =
∂F

∂P
= Q = q2eP

da cui, confrontando il primo e l’ultimo termine, risulta che g′(P ) = 0 e quindi g(P ) = costante. In

definitiva

F (q, P ) = q2eP + costante,

in particolare, scegliendo la costante = 0, troviamo

F (q, P ) = q2eP .


