Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 14 luglio 2017
a cura di Sara Mastaglio

1) I parametri lagrangiani sono gia forniti dal testo dell’esercizio e sono
¢:=(D—-0)€c[-4R;4R] e V:=z"OB€[0;2r).
Calcoliamo le coordinate del baricentro del disco:
(C—0) = ({cost — Rsenv)e, + (£senv) + Rcosd)e,

da cui

|C - O =& + R
(a) Il potenziale risulta
U = —mgyo — mgyc — glC -0 =
= —mg ({sent + Rcost) — g (& + R?) = —mg€&send — mgR cos ) — gfz +ec.

Le posizioni di equilibrio si trovano dal sistema

ou
% = —mgsend — k{ =0
ou
— = —mg€cosv + mgRsenv = 0;
09
. . . mg . N
dalla prima equazione troviamo & = T sen ), che sostituito nella seconda ci da
sen (% cos + R> =0,
S N kR .
da cui ricaviamo sen?¥ = 0, cioe ¥ = 0,7, e cos®) = —— = ——, cioe ¢ = Farccos | —— |.
mg A A

Utilizziamo i valori di ¥ trovati per ricavare le rispettive & e troviamo le posizioni di equilibrio:
e P1(0;0);

o (0;m);
1
o P (—R\/)\2 — 1; arccos (_X>>

1
valida se DY > —1, cioe se A > 1, ed inoltre se —RVA? —1 > —4R, cioe A < V17 e quindi
1 <A< VIT.



o P <R\/)\2 — 1; — arccos (—%))

1
valida se DY > —1, cioe se A > 1, ed inoltre se RV A? —1 < 4R, cioe A < /17 e quindi anche
in questo caso 1 < A < /17.

(b) Per valutare la stabilita delle posizioni di equilibrio calcoliamo 1’hessiano:

2 2 2
%TZ = —k, 8(958(]19 = —mg cos v, ZTZ = mgé& sent + mgR cos V.
Quindi
-k —m
H(P) = g
—mg mgR

da cui risulta che P; ¢ instabile dato che det H (P,) = —mgkR — m?g* < 0.

—k m
H(Py) = g

mg —mgR

da cui trH (P) = —k —mgR < 0 e det H (P,) = mgkR — m?g* & positivo se mgkR — m?g*> > 0,
cioe se A < 1; quindi P» e stabile per A < 1.

—k kR

M=k Cre

da cui trH (P3) = —k — kR?)? < 0 e detH (P3) = k?R?*(\? — 1) & positivo se A > 1; quindi,
ricordando le condizioni di esistenza, P3 ¢ stabile per 1 < A < V1T,

—k ER

P =1 e ere

quindi ricadiamo nella situazione precedente, cioe P, ¢ stabile per 1 < A < v/17.
(c) Le posizioni di confine sono del tipo P;(4R,9) e Py(—4R, 7).

Per quanto riguarda P; le velocita virtuali sono we < 0 e wy € R, quindi

ou
- > _
o0& PI_O —mgsent —4kR > 0
j —_— [a—
8_U -0 —4AmgR cos¥ + mgRsenv = 0,
N |p,




che da come soluzione ¥ = 7 + arctg4 se A > +/17; quindi la posizione di equilibrio di confine &
Py(4R; 7 + arctg4).

Per quanto riguarda P, le velocita virtuali sono we > 0 e wy € R, quindi

ou

—| < _

o0& P2_0 —mgsend +4kR <0

8_U -0 4mgR cos Y + mgRsend = 0,
9 | p,

che da come soluzione ¥ = 7 + arctg(—4) se A > /17; quindi la posizione di equilibrio di confine &
Py(—4R; 7 + arctg(—4)).

(d) L’energia cinetica del sistema ¢ data dalla somma dell’energia cinetica dell’asta K, e di quella
del disco K,. Notiamo che l'asta ha un punto fisso (il punto O), mentre il disco no (si potrebbe
essere tratti in inganno dal punto di contatto D tra asta e disco, ma questo non ha velocita nulla

in quanto si muove con 'asta), quindi I'energia cinetica totale &

1 1 1
K=K, +K;= §wa -Jow, + 577“)% + §wd - Jowy.

La velocita del punto C' e
vo = (fcosﬁ — ¢dsend — Rﬁcosﬁ) e, + (ésenﬁ + & cos V) — Rﬁsenﬂ) e,

e quindi v3 = €2 + £20% + R*)? — 2RED.

Le velocita angolari sono w, = de, e wy = <?9 + gb) e. dove ¢ e 'angolo di rotazione propria del

disco; la condizione di rotolamento senza strisciamento ¢ £ = —R, e quindi la velocia angolare del
. . - , _ , me? mR?
disco risulta wy = [ ¥ — % e.. Nel caso piano ci basta ricordare J3* = T3 © JE = 5 Dopo

qualche conto, tenendo conto che ¢ = 8 R, ’energia cinetica risulta

K= ng? . ng&é n % (41R? + 6€) 92,

2) Per ottenere una trasformazione canonica poniamo le parentesi di Poisson uguali a 1:

QP 9Qor

con
20 20 oP 1 9P k
_:kv __kQ7 . T a7
dq dp dq g Op kp



Quindi

cioe

kE+k=1
. : 1
da cui otteniamo k = 3
La trasformazione, quindi, diventa
qp
Q=Qap) =~
P=P(gp) =log(+)
Y 2q
Troviamo ora una funzione generatrice F'(q, P):
oF OF
P=%¢ °© “op

OF
quindi p = 2¢gef’ = S da cui si puo ricavare F(q, P) = ¢’e” + g(P). Inolte
q

OF
2 P 2 P
P pumy = =
e +g(P)=o5=0=qe
da cui, confrontando il primo e I'ultimo termine, risulta che ¢’(P) = 0 e quindi g(P) = costante. In

definitiva

F(q, P) = ¢*¢” + costante,

in particolare, scegliendo la costante = 0, troviamo

F(g, P) = ¢’€".



