Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 23 gennaio 2015

1) Una lamina quadrata omogenea di massa m e lato £ ¢ libera di ruotare attorno al suo vertice
fisso O, in modo da non occupare mai il semipiano y > 0 di un riferimento cartesiano ortogonale
Oxy. Al vertice B della lamina opposto ad O e agganciato I'estremo di un’asta omogenea BD di
massa m e lunghezza ¢, che puo ruotare liberamente attorno a B.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul vertice B agisce una forza elastica sempre verticale
di coefficiente k > 0 e polo sull’asse x. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;
2. discuterne la stabilita;
3. trovare le eventuali posizioni di confine;

4. determinare I’energia cinetica del sistema.
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2) In una lamina quadrata omogenea di lato ¢ & praticato un foro quadrato concentrico, di lato
¢/2, ruotato di 45° rispetto alla lamina. Sapendo che la massa della parte rimanente vale m, se ne
calcoli la matrice d’inerzia rispetto al sistema di riferimento indicato.
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Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 23 gennaio 2015
a cura di Sara Mastaglio

A) Come gia indicato in figura i gradi di liberta sono due e i parametri lagrangiani sono tali che
VRS [—%; ﬂ e ¢ € [0;2m).

Calcoliamo le coordinate del baricentro G della lamina quadrata, Gy dell’asta e (B — K) (dove K

e l'estremo della molla sull’asse z):
(G-0)= gﬁ sine; — gﬁ cos ey
I . ¢
(G —0) = §sm<p+ V2Usind | e — §cos<p+ V20l cos? ) e,

(B — K) = —V/20 cos Ve,

1) 1l potenziale & dato da:

k
U = —mgye — mgyc, — §|B—K|2 =
2 14
= gmgﬁ cosv + Mg CoS P + V2mgl cos 9 — k(2 cos? 0.

Ora calcoliamo le posizioni di equilibrio:

g—g = —gmgfsinﬁ — V2mglsind + 2k(? cosIsind = 0
8—U——m gsin =0
dp Jg R =

Dalla seconda segue subito sin ¢ = 0 da cui ¢ = 0 oppure ¢ = 7.

Dalla prima invece

sin ¢ (—g\/ﬁmgﬁ + 2k(* cos 19) =0

?

da cui sind = 0 quindi ¥ = 0 oppure ¥ = 7 che pero non e accettabile dato che 9 € [—%; %}

abbiamo poi



Y =
cos T
2
quindi ¥ = + arccos 3v2mg accettabile se
4kl
V2 3vV2myg .
2 4kt —

2
cioe 3§mg < 2kl < 3mg.
Riassumendo:

e P (0,0),

L P2 (0771-)7

3vV2

o Py (j: arccos ( \i;;g> ,O),
2

o P56 <:|: arccos (3\2259) ,7?),

2
con 3§mg < 2kl < 3mg.

2) Valutiamo la stabilita delle posizioni di equilibrio appena trovate.

g—g = —g\/imgf cos ) — 2k* sin® ¥ + 2k0? cos® 0,
U U
aﬁ&p_o, a—(pz——mg§cos<p

Valutiamo 'hessiano nei punti di equilibrio.

—§\/§mg€ + 2k(? 0
0 —mg—



3
quindi P, e di equilibrio stabile solo se i due autovalori sono entrambi negativi, cioe se —5\/§mg€ +

2k(% < 0, da cui 3v2mg > 4k(.

§\/§mg€ +2k02 0
H(P) = |? ¢

0 —

H (P) ha due autovalori positivi, quindi P, & una posizione di equilibrio instabile.

Passiamo a Ps/y.

2
3 3v2mg 3v2mg
—=V2mgt < ) — 2k0? + 4k (? < 0
H (Pys) = 2 4kl Akl

0 —mag—
mgy

P34 sono stabili se

2
3 3\/§mg 9 9 3\/§mg
—5\/§ng( o ) — 20+ 4k | = <0

che, facendo qualche conto, equivale a
Im2g* < 8k*(?
ed estraendo la radice

3mg < 2v/2kl

2
che e verificata dato che deve valere la condizione 37mg < 2kl < 3mg.

Passiamo a Ps g

2
—gﬁmge <3\/§mg ) — 2hf2 + 4k <3ﬂmg ) 0

H (Psjs) = Akl Akl
l
0 -
mgs
di cui un autovalore ¢ positivo quindi le posizioni di equilibrio Ps/s sono instabili.
3) Cerchiamo le posizioni di equilibrio per ¢ = —% e = % e ¢ arbitrario.

T
Cominciamo da <_Z’ go). Innanzitutto wy > 0 e w, € R, quindi si dovra avere



ou 3 2 2v/2
o <0 3 Y2 00— ke Y2Y2 g
- 2 2 2 2
o _, o,
D —mgy sing =
dalla prima risulta 3mg < 2k¢, dalla seconda troviamo ¢ = 0 oppure ¢ = 7. Quindi se vale la
.. m 7T L. el .
condizione 3mg < 2k/, allora <_Z’ O) e <_Z’ 7r> sono posizioni di equilibrio di confine.

Vediamo ora (%, go). Questa volta wy < 0 e w, € R, quindi

oU

a5 20 3 Y2 0+ 222 Y2 5
2772 2 2

oU =

- =0 —mgésimp:O

ofte 2

dalla prima risulta ancora 3mg < 2k/, dalla seconda troviamo ¢ = 0 oppure ¢ = 7. Quindi se vale
la condizione 3mg < 2k/, allora (%, 0) e (%, 7r) sono posizioni di equilibrio di confine.

4) L’energia cinetica ¢ data da

Lo
Mg, + 5

J33 -2
2

1 .
K:§ 33192+

dato che O e un punto fisso e che la velocita angolare della lamina quadrata e wg = Jes e quella
dell’asta ¢ w4 = Yes.

Calcoliamo la velocita di G,
‘. : 0. . -
vg, = §<pcos<p+\/§£19cosﬁ e + §<psmg0+\/§£1981n19 e

2 . : .
e quindi v, = —@? + 2029% + V2020 cos p cos ¥ + V2% sin g sin V.

4
2

Ora, dato che J3 = §m€2 e J&§ = % otteniamo

Loopge 1 & 2,92 2 2 me>

K = gmf 97 + 5™ 4g0 + 20292 + V2029 cos p cos ¥ + V200 sin psin ¥ +ﬂap =
1 : 02 . 2 .
= gmfzﬁQ 724 O* + n; O* 4+ ml*9? + gmfzﬁgb (cos pcost + sinpsiny) =
2
2 .
= Sm9 + m; s gmﬁﬁgb cos (¢ — )



Il corpo e rigido piano, quindi Jy; + Joo = J33, i piani xy, yz e xz sono di simmetria materiale,
quindi J15 = Ji3 = Jo3 = 0 e per simmetria si ha Jj; = Jos.
Vediamo la figura scomposta nel quadrato ABCD (figura 1) e nel quadrato EFHI (figura 2).

La densita di massa ¢

~om _4m
PR
4
e le masse sono
——o  4ml* 4 ——o 4m* 1
my = pAB = =-m, mo=pEF =——=-m

323
(per ladditivita delle masse m = m; — ms).
I momenti d’inerzia della lamina ABC'D di massa m; e lato ¢ sono:
T _m1£2_4_m§_m€2
T=dn="0" =5 = g
I momenti d’inerzia della lamina EFHI di massa my e lato ¢/2, dato che il quadrato ha una

struttura giroscopica, sono:

mol>  m > ml?

J=Jh ===
W72 7 19,47 348 144

Quindi



ml?  me? 5 5
e]11 = JQQ = Jlll — J121 = T — m = 4—8m€2, J33 = 2J11 = ﬂmﬁ

La matrice d’inerzia risulta



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 13 febbraio 2015

1) Un’asta omogenea OA di massa m e lunghezza 2¢ ¢ libera di ruotare attorno al suo estremo
fisso O, centrato in un riferimento cartesiano ortogonale Oxy. All’estremo A dell’asta e agganciato il
vertice di una lamina quadrata omogenea di massa m e lato 2¢, che puo ruotare liberamente attorno
a A. Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul vertice C' della lamina agisce una forza elastica
sempre verticale di coefficiente £ > 0 e polo sull’asse x. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;
2. discuterne la stabilita;
3. determinare l’energia cinetica del sistema;

4. nel caso mg = 10k{, scrivere la lagrangiana approssimata attorno ad una posizione di equilibrio
stabile.

Ay

2) Una lamina piana ¢ formata da due semicerchi omogenei di raggio R e massa m tangenti in
O e da un triangolo isoscele omogeneo di altezza 3R e massa 2m disposto come in figura. Si calcoli
la matrice d’inerzia della lamina rispetto a un opportuno sistema di riferimento centrato in O.




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 5 giugno 2015

1) In un sistema piano, un’asta omogenea OA di massa m e lunghezza 2¢ & libera di ruotare
attorno al suo estremo fisso O, centrato in un riferimento cartesiano ortogonale Ozy. Sull’asta OA
scorre il centro G di una seconda asta BC uguale alla prima e che resta sempre ortogonale a OA,
come in figura.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e su G agisce una forza elastica di coefficiente £ > 0 e
polo 'origine. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema e discuterne la stabilita in funzione di
A =mg/kl,

2. trovare le eventuali posizioni di equilibrio di confine;
3. determinare l’energia cinetica del sistema;

4. nel caso A = 1, trovare le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio
stabile.

Ay

2) Si calcoli la matrice d’inerzia del corpo rigido formato da due aste omogenee di massa m e
lunghezza ¢ saldate ad angolo retto in un loro estremo, rispetto al sistema di riferimento indicato in
figura.




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 26 giugno 2015

1) Un corpo rigido & formato da due aste omogenee OA e AB, entrambe di massa m e
lunghezza 2/, saldate ad angolo retto nell’estremo A. Il corpo si muove in modo che l'asta
OA stia nel piano orizzontale zy di un sistema di riferimento Oxyz e il punto O sia fisso
nell’origine.

Sull’estremo A dell’asta agisce una forza elastica di coefficiente k > 0 e polo il punto C di
coordinate (2¢,0,0).

Il sistema e soggetto alla forza peso e tutti i vincoli sono lisci. Si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;
2. determinare ’energia cinetica del sistema;

3. trovare le equazioni del moto linearizzate attorno a una posizione di equilibrio stabile.

2) Determinare per quali valori di a,b € R la trasformazione

Q(q,p) = ae? + bp*e*

— b
P(q,p) = arctan o

¢ canonica e trovarne una funzione generatrice del tipo F(q, P).



Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 26 giugno 2015
a cura di Sara Mastaglio

1) Indicando con G il baricentro dell’asta AB e con G quello dell’asta O A, troviamo
(G1 — O) = LcosVe; + sen ey

(G—0) = (2lcost — senpsend) e; + (20 sen ) + £ sen p cos ) ex + £ cos p e,

inoltre,

(A—C) =2l (cos? —1)e; + 2¢sindes.
1. Per trovare le posizioni di equilibrio del sistema calcoliamo il potenziale:
k 2
U=—-mgzq —mng—§|A—C| =

k
=—mg-0—mglcosy — 5452 (1+cos219—200819+sen219) =
= — mglcosp — 4k(* (1 — cos ) =
= — mgl cos ¢ + 4k(* cos 9 + c.

Le posizioni di equilibrio sono date da:

ou 5

@_19 = —4kf?sen? = 0
8_U =mglsenyp =0
I

Dalla prima segue sen = 0, da cui ¥ = 0;; dalla seconda sen ¢ = 0, da cui ¢ = 0;7. Dato che

Y, ¢ € [0, 27], le posizioni di equilibrio sono, quindi,
Pi(0,0), Py(0,m), Ps(m0), Py(m, ).

Valutiamo la stabilita delle posizioni di equilibrio trovate.

U o*U 9*U
507 = —4k0? cos ¥, m =0, 8_<p2 = mgl cos p;

ora calcoliamo 'hessiano nelle posizioni di equilibrio.

H(P) =

—4k0? 0
0 mgl



quindi P; ¢ una posizione di equilibrio instabile.

HP) = 0 —mgl

Ak 0 ]

quindi P, € una posizione di equilibrio stabile.

4k02 0
H(Ps) =
0 mgl
quindi P3 ¢ una posizione di equilibrio instabile.
4k 0
H(Py) =
0 —mgl

quindi P, & una posizione di equilibrio instabile.
2. L’energia cinetica del corpo rigido, dato che O ¢ un punto fisso, ¢ data da
K L J
= —w- Jow.
5 o)
Dobbiamo quindi calcolare la matrice d’inerzia Jo del corpo rigido e la sua velocita angolare.

Cominciamo con la matrice d’inerzia. Come prima cosa scegliamo un opportuno sistema di riferi-

mento, come quello in figura,

20

0 20 A x




e calcoliamo la matrice d’inerzia rispetto all’origine O. La matrice Jo sara data dalla somma delle
matrici d’inerzia delle due aste rispetto al sistema di riferimento indicato in figura. La matrice

d’inerzia della lamina OA &

0 0 0
4
0 0 1 02
—m
3

mentre quella dell’asta AB si ottiene utilizzando la formula di Huygens-Steiner, spostandosi al
sistema di riferimento Ox'y’z" da quello baricentrale Gaz”y”z", per cui la matrice d’inerzia, tenuto

conto che il lato misura 2¢, ¢ diag [m¢?/3,0,mf?/3]:

2 4
m 0 0 me2  —2mf? 0 §m€2 —2m/l? 0
B=10 0 0 |+ |-2m® 4me®2 0 | =|-2m® 4me? 0
0 0 mb 0 0 5me? 0 0 ?mﬁ
3

Quindi, essendo Jo = J§, + J3, otteniamo

4
—ml?  —2me? 0
3 16
Jo=|=-2m? —mie? 0
2
0 0 gomfz

Ci resta da calcolare la velocita angolare. Considerando il sistema di riferimento Ox'y’z’" solidale

alla lamina (come nella figura precedente), di versori {e’ e e’z}, la velocita angolare ¢ data da

x Gy
w = de, — pe.;
il versore e, espresso a partire dalla terna {e;, €, e’z}, e
e. = cos e, + sen pe,,
quindi la velocita angolare risulta
w = —pe. + 1 cos pe, + V) sen pe’..

Dopo qualche conto si puo verificare che I'energia cinetica risulta

1 /4 4 ] ]
K = 3 (§m£2¢2 + gmﬁz (4 + sen® @) U9* + 4ml? 0058019957) -



Osservazione. Per calcolare I'energia cinetica avremmo anche potuto considerare separatamente le
energie cinetiche delle due aste e poi sommarle. L’energia cinetica dell’asta OA, dato che O & un
punto fisso, e

1 .
KOA = 5 82,192’

mentre quella dell’asta AB ¢

1 1
Kap = §mvé + FWAB - Jowas,

dove la velocita angolare wap va espressa con i versori di un opportuno sistema di riferimento
baricentrale solidale all’asta e Jg € la matrice d’inerzia dell’asta rispetto a tale sistema di riferimento.
3. Determiniamo le equazioni del moto linearizzate attorno all’'unica posizione di equilibrio stabile

P5(0, 7). Dapprima calcoliamo la lagrangiana linearizzata

i=la@aria-9™H@ -9

2 2
. L
cong=[0,¢]", a=[0,¢] eq=1[0,7",
4 2 2
—ml? (4 + sen”® @) 2ml*cos g
J(q) = 3 4
2ml? cos @ §m€2
e quindi
1
B —6m€2 —2m?
J@=|73

—2mi? %m@

avendo gia calcolato H (@) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta

~ 8 . . 2 1
L= §m€2192 — 2ml*9p + §m€2¢2 — 2k0%0% — §mgfgo2 + mglrp.
Andando a scrivere ~ _
dOL 0L
dt 0qg  Oq

otteniamo le equazioni del moto linearizzate attorno alla posizione di equilibrio stabile Ps:

1 .
§6m€219 —2mlp = —Ak(%9

.4 :
2m 29 — §m€2¢ = mgly — mglm



2) Per ottenere una trasformazione canonica poniamo le parentesi di Poisson uguali a 1:

_0QoP  9QoP
con
oQ 0Q oP ped oP ed

R i

Dopo qualche conto risulta

da cui otteniamoa=1e b= 1.

La trasformazione, quindi, diventa
Q =Q(q,p) = e?+p’e
P = P(q,p) = arctan %
e

Troviamo ora una funzione generatrice F'(q, P):

_OF
o

_OF

@=2p

p
. oF o
quindi p = e?tan P = P da cui si puo ricavare F(q, P) = e?tan P + g(P). Ora
q

oF
4 (1+tan2P) +4(P) = 3P = Q =el+e (el tan P)* = e (1 —|—tan2P)

da cui, confrontando il primo e I'ultimo termine, risulta che ¢’(P) = 0 e quindi g(P) = costante. In

definitiva

F(q, P) = e’tan P + costante,

in particolare, scegliendo la costante = 0, troviamo

F(q,P) =etan P.



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 10 luglio 2015

1) Un corpo rigido ¢ formato da due aste omogenee AB e BC, entrambe di massa m e lunghezza
2/, saldate ad angolo retto nell’estremo B. Tale corpo si muove in un piano ruotando attorno al suo
estremo A, che puo scorrere sull’asse orizzontale di un riferimento cartesiano ortogonale Oxy.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e su A agisce una forza elastica di coefficiente k > 0 e
polo l'origine O. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;

2. determinare ’energia cinetica del sistema;

3. scrivere le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno a una posizione di equilibrio stabile.
)

Y

O A T

PR AR g

k

m, 20

2) Si calcoli la matrice d’inerzia dela lamina piana omogenea di massa m rappresentata in figura
rispetto a un opportuno sistema di riferimento centrato in A, sapendo che AB = AF = 2/ e
BC=CD=DFE=FEF =/.

Si calcoli poi il momento d’inerzia della lamina rispetto all’asse r tratteggiato in figura.




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 10 luglio 2015
a cura di Sara Mastaglio

1) Innanzitutto indichiamo con G e G2 i baricentri delle aste AB e BC' e scegliamo come parametri
lagrangiani
¢:=1,€R e Y=y AB¢c [0,27 ).

Calcoliamo i vettori principali

(A—-0)=¢e
(G1 —O) = (£ +{senv) ey — L cosvey
(Go — O) = (4 2lsenV + L cosV) ey + (£ sent) — 20 cos V) e.

1. Per determinare le posizioni di equilibrio calcoliamo innanzitutto il pontenziale:
k 9 k .
U= —mgys, — mgyc, — 3 |A — C|” = 3mgl cos — mgl sen ) — 55 +ec.

Le posizioni di equilibrio sono date da

ou

0¢ ¢
ou ’
39 = —3mglsen —mglcosv) =0
1
dalla prima troviamo subito ¢ = 0, mentre dalla seconda troviamo tgv = -3 da cui

1 1
¥ = — arctg (§) e V) =m — arctg (5) ;

otteniamo quindi le due posizioni di equilibrio

1 1
=] (0, — arctg (§>) e Py (0,7? — arctg (g)) .

Per il calcolo della stabilita determiniamo 1’hessiano:

2 2 2
o*U i o°U 0 o*U

e =k @: : W:—?)mgécosﬁ—l—mg@sem?,

quindi

—k 0
H (&) =
0 —3mglcos? + mglsend



Ora valutiamo 1’hessiano nelle posizioni di equilibrio:

—k 0
0 —V10mgl

quindi, dato che i due autovalori sono entrambi negativi, la posizione P; ¢ di equilibrio stabile;

H(P) =

—k 0
0 \/Emgf

quindi, dato che ho un autovalore positivo e uno negativo, la posizione P ¢ di equilibrio instabile.

H(P) =

2. L’energia cinetica e

1 1 1 1
K = §mvél + §w1 Ja,wi + §mvé2 + §w2 -Ja,wo
con Wi = Wy = 19e3; per un opportuno sistema di riferimento, tenuto conto che le aste misurano 2¢
sia ha
0 0
f2
Jo,=Ja, =0 —/— 0
0 me?
3
e

Vg, = (f + 09 cos 19) e + 29 sen e,

VG, = <§ + 204 cos ) — £ sen 19) e + (619 cos ¥ + 209 sen 19) €es;
dopo un po’ di conti I’energia cinetica risulta

20 .. .
K = % (Qg2 + ?062192 + 2060 (3 cos® — sen 19))

3. Per determinare le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile

P, dobbiamo calcolare

det (w*J (@) +H (g)) =0,

1
con q = (0, — arctg (5) ) Calcoliamo J (q):

2m ml (3 cos ) — sen ¥})

J(g) = 2
ml (3 cos) — sendd) §0m€2



quindi calcolata nella posizione di equilibrio stabile diventa

2m V10me
J(q) =
V10 m/ ?mﬁz

dato che #H (q) ¢ gia stata determinata per lo studio della stabilita, possiamo subito calcolare
2mw? — k V10 mlw?

det 20
V10 mlw? Emﬁ%ﬂ — /10mgt

= 0.
Quindi le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile sono soluzioni

dell’equazione

1 2
§Om2€2w4 — (2\/1_0m2g€ + §Om€2k> w? +V10mglk = 0.

2) Per calcolare la matrice d’inerzia della lamina L consideriamo la differenza tra la matrice d’inerzia

della lamina quadrata piena ABHF (che chiameremo P) e quella della lamina quadrata vuota

DCHE (che chiameremo V') entrambe rispetto al sistema di riferimento Azyz indicato in figura.



Cominciamo con il calcolo delle masse delle lamine P e V. La lamina P ha massa mp = 4(?p,

mentre la lamina V' ha massa my = £?p, dove p ¢ la densita di massa. Per I'additivita delle masse

la lamina L, che ha massa m, ¢ data da

m:mp—mvzp(4€2—€2)

da cui si puo ricavare la densita di massa

m

p: 3627

sostituendo p nelle espressioni di mp e my otteniamo

La matrice d’inerzia della lamina P rispetto al punto A, tenuto conto che la lamina quadrata ha

lato 2/, &

4

m

mp = -m, my = —.

3

[ 16
§m€2
4
Z - —ngQ
0

3

La matrice d’inerzia della lamina V' rispetto al punto G e

e
36
) 0

0

quindi, rispetto al punto A, utilizzando Huygens-Steiner, &

"9
Zf
9
_Zp2
4

0

4 -
—gmﬁz 0
16
§m€2 0 ;
32
0 37’”62_
0 0
me?
— 0
36
me?
0o ——
18 A
9 1 [T
—4€ 0 9m€
9 3
2 = | —Zme?
1 0 4:m
9
0 2 0
2 L

La matrice d’inerzia cercata ¢ quindi data dalla differenza J4 — JY:




me? ——ml?> 0
12
Jﬁ = —1—72m€2 me? 0 : (0.1)
0 0 2mi?

Infine, il momento d’inerzia della lamina rispetto alla retta r ¢ dato da J, = 7 - Jir con 7 il versore
V2 V2 0
2 ) )

T
5 ] e quindi il momento d’inerzia,

dell’asse r; essendo BAD = %, il versore risulta r = [

dopo alcuni conti e
5

_ 2 2
Jr—12m€.



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello dell’11 settembre 2015

1) Un’asta omogenea OA di massa m e lunghezza 2¢ & libera di ruotare attorno all’origine di un
sistema di riferimento piano Ozy. Un disco omogeneo di massa m e raggio R rotola senza strisciare
sull’asta, in modo che il punto di contatto B non esca dall’asta.

Si denoti con £ la distanza del punto B dall’origine e con 8 'angolo tra la parte positiva dell’asse
delle ascisse e l'asta.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul centro C' del disco agisce una forza elastica di
coefficiente £ > 0 e polo il punto O. Inoltre, sull’estremo A dell’asta agisce una forza F4 di
potenziale Uy = mgR cos 6.

Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema e discuterne la stabilita in funzione di
A = kL.

mg’

2. trovare le eventuali posizioni di equilibrio di confine;
3. determinare l’energia cinetica del sistema;

4. nel caso A = 1 trovare le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio
stabile.

2) Si calcoli la matrice d’inerzia del corpo rigido piano in figura, formato da un’asta omogenea
di massa m e lunghezza 4¢ e un disco di massa m e raggio £, in cui un punto del bordo del disco &
saldato al baricentro dell’asta, rispetto al sistema di riferimento indicato.

/

m, 40




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica
dell’11 settembre 2015
a cura di Sara Mastaglio

1) Il campo di variabilita dei parametri lagrangiani ¢ dato da £ € [0,2¢] e ¥ € [ 0,27 ).

I vettori principali, avendo denotato con G il baricentro dell’asta, sono dati da
(G — O) = Lcos e, + [ sendes,

(B —0) = £coste; + Esende,,
(C—0) = (cos? — Rsend) e; + (Esend + Rcos?) es.

1. Per determinare le configurazioni di equilibrio calcoliamo innanzitutto il potenziale:
k 9 k
U=—mgyc — mgyc — B |C'— O] + Uy = —mglsent) — mg€ sen ) — 55 +c.

Le posizioni di equilibrio sono quindi date da

ou
a_f = —mgsend — k{ =0
ou
50— —mgl cos ) — mgé& cos v = 0;
dalla prima equazione troviamo & = —% sen 1}, dalla seconda invece, sostituendo la & cosi trovata

cos v (% sen19—€> =0,

T 3 kl
da cul troviamo ¥; = 5 Uy = §7r e V3,14 dati da sen?v = —; quest’ultima soluzione chiaramente
mg

k¢ k
esiste se — < 1, cioe, posto A = —, A < 1. Le posizioni di equilibrio, dopo aver calcolato le &
mg m

corrispondenti ad ogni angolo trovato, sono:

mg
° (_TQ’ 5) che pero non e accettabile in quanto la & deve essere compresa tra 0 e 2¢, quindi
in particolare deve essere positiva;

3
° (%, §7r) accettabile se & = % € [0,2¢]: chiaramente & > 0, se imponiamo poi & < 2/,

troviamo la condizione \ > 5;



e (—/,arcsen \) che non ¢ accettabile in quanto £ = —¢ < 0;

e (—¢,m — arcsen \) non accettabile per lo stesso motivo.

mg 3
pl=2L =
(¥27)

1
con la condizione \ > 3 Studiamone la stabilita, determinando innanzitutto 1’hessiano, le cui

L’unica posizione di equilibrio ¢ quindi

componenti sono:

92U O*U 0*U
a2~ " gegg — moesV pgr = me L seny

e quindi

H (€)= —k —mg cos ¥
’ —mgcos? mg({+E&)send|

che calcolato nell'unica configurazione di equilibrio P da

—k 0
HP) = 0 —myg <€+%>
La posizione P e di equilibrio stabile se entrambi gli autovalori sono negativi e, quindi, essendo —k
sempre negativa, la condizione per avere la stabilita e data da —mg (f + %) < 0; ricordando che
A = —, tale condizione fornisce A > —1 e considerando che per definizione A > 0, si ha stabilita
per orgr% valore di A. Come determinato in precedenza, la posizione di equilibrio P esiste solo se
A > %, quindi in definitiva la posizione P <%, gﬂ> ¢ di equilibro stabile per ogni A > %

2. Le posizioni di confine si hanno per £ =0 e £ = 2¢ e per un generico 9.

e Per la posizione (O,@) le velocita virtuali sono we > 0 e wy € R, quindi si deve avere

oUu _
a—ggo —mgsend <0

= _
8_U:0 —mglcos?) =0
o

. . . . . a1 7T .- .. ™ ;.
che ci fornisce come unica soluzione ammissibile ¢ = 5 e quindi la posizione (O, 5) e di

equilibrio di confine.



e Per la posizione (2€ , 5) le velocita virtuali sono we < 0 e wy € R, quindi si deve avere

oUu
= >
85_0
oU
%—O

. . . .. T
La seconda equazione ci fornisce le soluzioni 5 e

=

—myg send — 2k < 0

—mgl cos 9 — 2mgl cos ¥ = 0 '

57?, la prima invece da send < —2\; con-

- m
siderando il fatto che \ sia sempre strettamente positivo, la soluzione 1 = 5 non e accettabile

mentre

(3

3. L’energia cinetica e data da

¢ di confine se A < 3

3 1
Y = —7r lo e chiaramente se —2\ > —1, cioe se A < 3

In definitiva la posizione

K=K,+ Kp

dove K4 e Kp sono i contributi dell’energia cinetica rispettivamente dell’asta e del disco; per il

calcolo teniamo conto del fatto che il punto O ¢ fisso per 'asta, quindi, utilizzando il teorema di

Konig, otteniamo

1
KA = §JéwA Wy
1 2 1 D
KD = émvc—f— §JCQJD cWp.

Dato che 'asta misura 2/, la sua matrice d’inerzia e

0 0 0
4
4
0 0 —mt?
3
mentre quella del disco e
R -
= - 0
R2
=10 == o0
mR?
0 0
L 2

e le velocita angolari sono wy = des ¢ wp = <19 + %) e3 dove il termine % ¢ dato dal puro

rotolamento per cui vale £ = Ry dove ¢ e 'angolo di rotazione propria del disco. Resta da calcolare



la velocita di C:
vo = <§'cos,1</l — ¢dsendd — Rﬁcosﬁ) e + (fsenﬁ + &0 cos V) — Rﬁsenﬂ) €

e quindi v = €2 + €292 + R2)? — 2RED.

Dopo qualche conto risulta
m[3. .. 3 4 )
K=—1|% 2 9 “ 2 ~p2 2 192 )
5 {25 R¢ —I—(2R +3€ +&

3
4. Poniamo A = 1. La posizione di equilibrio risulta in questo caso (E, §7r) Per determinare le

pulsazioni delle piccole oscillazioni calcoliamo
det (w?J (@) + H (q)) =0,

3
con q = (E, §7r) . La matrice associata alla forma quadratica dell’energia cinetica e

3 R
2™ )
J(q) = R 3 i
= Op2  Fp2 g2
mem (2R + 3€ +¢ )
che calcolata nella pozione di equilibrio stabile diventa
3 R
2" My
J(q) = R 3R2 N 7€2 ;
2 2 3

0 —2mgl

Dopo aver calcolato il determinante e imposto che sia nullo, risulta che le pulsazioni delle piccole

oscillazioni sono soluzioni dell’equazione

5) 7 3mg 16
“mR? 4 —ml? ) wt — [ =2 R* + —mgl | W+ 2mg® = 0.
(2m —|—2m )w 577 —|—3mg W™+ 2mg
2) Per determinare la matrice d’inerzia del corpo rigido dato sfruttiamo la proprieta di additivita
dei momenti d’inerzia e calcoliamo separatamente le matrici d’inerzia dell’asta e del disco rispetto

al sistema di riferimento Oxyz indicato in figura.



La matrice d’inerzia Jé dell’asta, lunga 4/, e

0 0 0 |
6
1
_O 0 §6m€2_

_m€2 —
—_— 0 0
4
me?
me?
00 T

calcoliamo le componenti della matrice J5 con il teorema di Huygens per passare dal sistema di

riferimento Gz'y'z" a Oxyz:



5) 17 11
Zm€2 -+ Zmﬁ = ?mEQ

J5 =0—2mf* = —2m?,

Jo =Jo +J& =

dove per il calcolo di J3* abbiamo sfruttato il fatto che la lamina sia piana; la matrice d’inerzia ¢

quindi
-5 _
ZmEZ 2mi? 0
17
Jg = —2m€2 Zm@ O
11
i O 0 7777,62-
Infine la matrice cercata &
[5 2 1 (5 2 ]
0 0 0 me —2m¥ 0 Zmﬁ —2ml 0
16 1 11
Jo=1J5+15 =10 ?mfz 0 |+ |—2me? Z7m€2 0 = | —2mf? 1—;m€2 0
16 11 65
0 0 —mi? mp2 P2
3 m I 0 0 5 ml | I 0 0 5 ml |




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 29 settembre 2015

1) Un disco omogeneo di massa m e raggio R rotola senza strisciare sull’asse orizzontale di un
sistema di riferimento piano Oxy. Sul bordo del disco scorre senza attrito un punto materiale
P di massa m.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul punto P agisce una forza elastica di coefficiente
k > 0 e polo il punto O.

Si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema;
2. discuterne la stabilita delle posizioni di equilibrio;
3. determinare le equazioni differenziali del moto;

4. scrivere le equazioni del moto linearizzate attorno a una posizione di equilibrio stabile.

Ay

P.m

\ ]
8

2) Data la trasformazione
k
Qg,p) = —e*
p

P(q,p) = ple

determinare per quali k£ > 0 & canonica e trovarne una funzione generatrice del tipo F(q, P).



Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del
29 settembre 2015
a cura di Sara Mastaglio

1) Possiamo scegliere come parametri lagrangiani € := |H —O| € Re 9 := ++CP ¢ [ 0,27 ) proprio

come indicato in figura.

Ora calcoliamo i vettori fondamentali per il nostro sistema:
(C—0)=¢&e; + Rey
(P—0)=(£+ Rcos?) ey + (R+ Rsen?d) es.

1. Per calcolare le posizioni di equilibrio del sistema procediamo al calcolo del potenziale, che risulta

k k
U=—mgyc — mgyp — §|P —O)* = —mgRsen? — 552 — kREcosV — kR%*sen? + c.



Le posizioni di equilibrio sono date da

%—g =—kf —kRcost? =0
ou )
59 = —mgRcosv + kR send — kR? cosd =0
da cui si ricava subito & = — R cos ¢, che sostituito nella seconda equazione da

cos (—mg — kRsend — kR) = 0;
3
da cos?) = 0 troviamo 1, = g ey = 3™ mentre il secondo fattore uguagliato a 0 ci fornisce

mgt+kR _ mg . _

senv = ——p— = IR

che quindi non da alcuna soluzione.

Calcolando la & per i due valori degli angoli trovati otteniamo le due configurazioni di equilibrio

P (0, g) e Py <o, gw) .

2. Per studiare la stabilita determiniamo I’hessiano, le cui componenti sono

2 2 9
%TZ =5 555;9 = kRsend, 9 = mgRsen + KRE cosi + kR sen

e quindi

H (V) =

—k kR sen )
kRsenv mgRsend + kRE cosd + kR? send) '

Valutiamo la matrice hessiana nelle due posizioni di equilibrio trovate:

—k ER

H(P) =
P =15 mgR + kR?

?

da cui si puo subito calcolare il determinante che risulta minore di zero, quindi P; € una configu-

razione di equilibrio instabile;

—k —kR

H(Py) =
P)=1 n —mgR — kR?

che ha traccia negativa e determinante positivo quindi P, ¢ una posizione di equilibrio stabile.



3. Per determinare le equazioni differenziali del moto dobbiamo calcolare la lagrangiana; avendo
gia determinato il potenziale, non ci resta che calcolare ’energia cinetica K del sistema che ha due

contributi Kp relativa al punto materiale P e Kp che e quella del disco:

K = KP + KD;
1 1
con Kp = Emvl% e, sfruttando il fatto che il punto di contatto H abbia velocita nulla, Kp = gw-JHw;
la velocita angolare del disco ¢ data da w = —pe3, dove ¢ ¢ I'angolo di rotazione propria del disco,

1
e per l'ipotesi di puro rotolamento sappiamo che ¢ = }%, cosi otteniamo Kp = éJ;O’ISwZ. La velocita

del punto P e

vp = (5 — R sen 19) e+ R cos Jey

) . .. . 3
e quindi v3 = €2 + R%9? — 2RV send; il momento d’inerzia ¢ J3 = —mR2. Dopo alcuni conti
P H = 5

otteniamo

K— ém (gg _ 9RéDsend + mz) |

Ora e possibile calcolare la lagrangiana:

. . 1 .
L=K+U-= Zm§2 — mRE&Vsen + imR2192 — mgRsenv — 252 — kRE cos 9 — kR* sen .

Per determinare le equazioni differenziali del moto dovremo calcolare per ognuno dei due parametri

lagrangiani ¢ = &, 9

doc_oc
dt 0¢  0q’
Cominciando da & abbiamo
g—? = —k& — kR cos v,
a—ﬁ. = §m§ — mRYsen?,
o 2
doL 5

Ea—g = §mf — mRUsend — mRY? cos 7,



da cui si ricava la prima equazione differenziale del moto

gmé — mRIsend — mRY? cos = —k& — kR cos ¥,

ripetiamo lo stesso procedimento per ¥:

g—g — —mR&Y cos ) — mgR cosV + kREsend — kR cos 1,
(9_£. = —mRé send + mR219,
ov
d oL ) . .
prey e —mRE sen ) — mREY cos ¥ + mR=D,

da cui si ricava la seconda equazione differenziale del moto
—mREsent — mRED cos 9 + mR*Y = —mREY cos ¥ — mgR cos Y + kRE send — kR? cos V.

4. Determiniamo le equazioni del moto linearizzate attorno alla posizione di equilibrio stabile

3
P (O, 5#) . Dapprima calcoliamo la lagrangiana linearizzata

E=Sq")@q+a-D"H@ (-7

2 2
. 317
conq =69, a=[6.0) eq=[0.57) |
i §m —mRsen
J(q) = 2
—mRsend mR?
e quindi
5
-m mR
J(@) = |2
mR mR?

Avendo gia calcolato H (@) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta, dopo qualche conto,

~ 5
L="2
4

Per determinare le equazioni del moto linearizzate basta ripetere il procedimento del punto 3. e

. 1 i ok
m¢® + SmB’ +mRCY — S — kREY — R(mg + kR) 9° + 37 R (mg + kR) 0.

otteniamo



gmé +mRY = —k€ — kRY,

mR*) + mRE = —kRE — 2R (mg 4+ kR) VY + 3nR (mg + kR) .

2) La trasformazione

k
Q(g,p) = —e*
(¢,p) p
P(q,p) = p*e ™
e canonica quando
0Q 0P 0Q 0P
QP]=fo - SEo -
dq Op  Ip 9q
Calcoliamo quindi le derivate parziali
0 2k 99 _ ko Oy 0Py
9q¢  p dp p dq dp
Andando quindi a imporre che la parentesi di Poisson sia uguale a 1 troviamo subito 4k — 2k =1 e
cioe k = —. La trasformazione per tale valore di k& diventa
Qg p) = e
) 2p .

P(q,p) = p*e

Vogliamo ora trovare una funzione generatrice. Sfruttiamo il fatto che

OF 0 OF

= — e e —

P="5q apP
OF

quindi p = v/ Pe? = S da cui si puo ricavare F'(q, P) = vV Pe? + g(P). Inoltre
q
1 OF 1
eq + / P = —_— = = eq;
ovp Y (7) op ¢ 2V P

uguagliando il primo e l'ultimo termine risulta subito che ¢'(P) = 0 e quindi g(P) = costante.

Dunque

F(q, P) = V/Pe? 4 costante



e scegliendo la costante = 0 troviamo

F(q, P) = VPet.



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 26 gennaio 2016

1) Un corpo rigido ¢ formato da due aste AD e BC' di massa m e lunghezza ¢ e due aste AB
e CD di massa m e lunghezza £+/2, disposte in un poligono intrecciato come in figura. Si
calcoli la matrice d’inerzia del corpo rigido rispetto al sistema di riferimento indicato (1’asse
z ¢ ortogonale al foglio).

D

2) 11 corpo rigido dell’esercizio precedente ¢ vincolato a mantenere il punto medio dell’asta
AD nell’origine di un sistema di riferimento piano Ozy ed e libero di ruotare attorno ad esso.
Sull’asta BC' scorre senza attrito un punto materiale P di massa m.
Il sistema giace in un piano orizzontale e sul punto P agisce una forza elastica di coefficiente
k > 0 e polo sull’asse x, che si mantiene sempre parallela all’asse y.
Si chiede di:
A) trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema,;
B) trovare le posizioni di confine;
C) discutere la stabilita delle posizioni di equilibrio ordinarie;
)

D) determinare la lagrangiana del sistema.

Ay A

Z P,m
B

[Nota: non c¢’& bisogno di dirvi che “piano orizzontale” significa assenza di forza peso]




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 12 febbraio 2016

1) Un corpo rigido & formato da due aste omogenee AB e BC di massa m e lunghezza ¢
saldate ad angolo retto nell’estremo comune B. Tale corpo e libero di ruotare attorno al
punto B, che si muove sull’asse verticale di un sistema di riferimento piano Oxy.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sui punti A e C agiscono due forze elastiche sempre
verticali di coefficiente k£ > 0 e poli sull’asse delle x.

Si chiede di:

A) trovare le posizioni di equilibrio del sistema;

C

)

B) discuterne la stabilita delle posizioni di equilibrio;
) determinare le equazioni differenziali del moto;
)

D

scrivere le equazioni del moto linearizzate attorno a una posizione di equilibrio stabile.

by
(@] x
7 7 L
k
B m,l
k
C
Alm,t

2) Si calcoli la matrice d’inerzia di un corpo rigido formato da due aste omogenee AO e OB di
massa m e lunghezza ¢ saldate ad angolo retto nel punto O, disposte a 45° rispetto al sistema
di riferimento indicato in figura (I’asse z & ortogonale al foglio).




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 12 febbraio 2016
a cura di Sara Mastaglio

1) Definiamo i seguenti parametri lagrangiani:
§:=|B—0|€R e ¢:=y BC€[0,2n).

Indichiamo con G il baricentro dell’asta AB, con G4 quello dell’asta BC' e con H e K le proiezioni

sull’asse x rispettivamente di A e ('; determiniamo ora i vettori che ci serviranno in seguito:

(G —0) = —gcos Je; — (5 + g senﬁ) e,

1 1
(G2 —0) = 3 senve; — (5 + 500519) €,

(A—H) =—({+ lsen?) ey,

(C—K)=—(£+{cos?)es.
A) Per trovare le posizioni di equilibrio del sistema calcoliamo innanzitutto il potenziale:

k 2k 2
U:—mgygl—mgyg2—§|A—K| —§|C—H\ =
1 14 k s k 5

=mg | &+ §COSDQ +mg | €+ Esemﬁ‘ - §\£+€sem9| - §|§+€cosz9| =

= 2mgé — k€% + (%mgﬁ — k€§) (cos ¥ + sen?}) + c.

Le posizioni di equilibrio sono date da:

aa—(g = 2mg — 2k& — kl(sen v + cosv)) = 0
U (1 ;
59 = (§mg€ — k:éf) (cosv —send) =0

dalla seconda otteniamo immediatamente tgv = 1 da cui ¢4, = 7/4; 57/4, che sostituiti nella

prima equazione ci danno i relativi valori per delle ¢ e quindi due posizioni di equilibrio sono

P (@—Qﬁ Z) e Py (%—i—g@,?ﬁr);



. . mg o . . N
sempre dalla seconda equazione troviamo § = o valore che sostituito nella prima equazione ci da

m
sen ) + cos ) — k;_gg =0,
da cui Y
0 m
n(o45) - 52
e per avere soluzioni si deve avere la condizione —1 < g% < 1, quindi —v2 < % < v/2; inoltre
% > 0, quindi 0 < % < /2; troviamo infine gli angoli

e — Vamg\ w3 V2mg
3 — arcsen 9 /{6 4 (§] 4—477' arcsen B k€ .

Riassumendo otteniamo quattro posizioni di equilibrio:

mg V2, 7 mg V2, 5 mg mg
Pl(k 2 ’4)’ PZ(k t5 6 P3<2k’193)’ P4<2k’194>'

B) Per calcolare la stabilita delle posizioni di equilibrio appena trovate, dobbiamo determinare

I’hessiano:
0?U 0*U 02U 1
Y 9 2 _ oY _ _:
e k, 900 kl(cosv — sen}), 597 <k€§ ngﬁ) (sen v + cos 9),
quindi
—2k —kl(cos ¥ — sen )
H(E,0) =

1
—k{(cos ) — sen ) (Mf — §mg€> (sen? + cos )
Calcoliamolo nelle posizioni di equilibrio:

—2k 0

H () =
0 gmgf — k0?

2 2
e troviamo quindi che P; ¢ stabile se ngﬁ — k£? <0, cioe se k > g% Passiamo alla stabilita
di PQZ
—2k 0
H(P) = 2
0 —imgﬁ — k0?

2



e dato che otteniamo due autovalori negativi, troviamo che P, ¢ una posizione di equilibrio stabile.

Per quanto riguarda Ps, I’hessiano e

H(Ps) =

—2k —\/2k202 — m?2g?
_ /2]{;2@ _ m292 0

che ha traccia negativa e determinante negativo, quindi € una posizione di equilibrio instabile. Infine,

I’hessiano calcolato in Py ¢

H(Py) — [ —2k \/2k20% — m292]

\/2k202 — m?2g? 0

e anche in questo caso otteniamo traccia negativa e determinante negativo, quindi P, ¢ una posizione
di equilibrio instabile.

C) Per determinare le equazioni differenziali del moto dobbiamo prima calcolare 1'energia cinetica,
che e data da

1 1 1 1
K = Kap+ Kpc = vaél +gwas- Jo,wap + §mvé2 +3wse Je,wne

dove Jg, e Jg, sono le matrici d’inerzia delle aste AB e BC' calcolate rispetto ad un sistema di

riferimento centrato nei baricentri; wap e wpe sono le velocita angolari delle due aste. Dato che
1 1

siamo nel piano il secondo e il quarto termine risultano semplicemente EJéleZlB e EJéZQw%C. I

momenti d’inerzia valgono entrambi J& = J& = ml?/12 e anche le velocita angolari sono le

medesime wip = Wpe = 1963. Restano da calcolare le velocita dei due baricentri:
/. 0. /. ..
Ve, = —iﬁsenﬁel — &+ 519(30819 e e Vg, = 519 costve; — | £ — 519 sent | es,

quindi
. . 02 . . - e

L’energia cinetica, dopo qualche calcolo risulta

K = % (2m£2 + mlED (cos Y — sen ) + §m€2192) :

Possiamo quindi determinare anche la lagrangiana

L=K+U=mé+ %mﬁéﬁ (cos¥) —sen?) + %mﬁ%‘? +2mgé — k& + (%mgﬁ — Mﬁ) (cos ¥ +sen))



e da

doc_ o
dt g Oq
con ¢ = &, v troviamo le equazioni differenziali del moto. Cominciando dalla £ troviamo
a@? = 2mg — 2k& — kl(cos ) + sen ),
oL = 2mé + 1m£19(cosq9 —sent}),
3
d 1
%% = 2mé + 2m€19(cos ¥ — send) — §m€192(sen19 + cos V),

da cui otteniamo la prima equazione differenziale del moto:
I 1 .
2mé + §m€19(00519 —sen?) + (M - §m€192) (send) + cos V) + 2k& = 2my;

per quanto riguarda la ¢, invece

8_5 = —lmﬁéﬁ(senﬁ + cos V) + 1mgﬁ — kL€ ) (cos) — sen 1),
ov 2 2

i éméé(cosﬁ —send) + gmﬁ v,
%g—g = %mﬁg(cosﬁ —send) — %mééf’(senﬂ + cos¥) + §m€21§,

da cui otteniamo la seconda equazione differenziale del moto

3 <m§ —mg + 2]{;5) (cos®) — sen ) + 4ml) = 0.

m 2.5
D) L’unica posizione di equilibrio che & sempre stabile ¢ P, mg + £€ —7m | e quindi determiner-

k 2 74

emo le equazioni del moto linearizzate attorno a P,. Dapprima calcoliamo la lagrangiana linearizzata

C=q"V@a+qa- ™M@ (q-a)

2 2
V2,5 ]
_ m
Conq_[g 19] [5 19] €q= [7g+7£a17r] )
1
2m imé(cosﬁ —sen?)
J(q) = 1 2
§m€(cosﬁ —sen ) ngQ



e quindi

2m 0
J(q) = 2
(@) 0 Zn P

Avendo gia calcolato H (q) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta, dopo qualche conto,

4 2

5 2,2 k02 254/2 2
+ (5\8/_7ng€ — §7rk€2> U mkg —V2mgl — — — 5\/_7r2mg€ - —57T2k€2'

~ . ] ,
L= m§2 + %mEQﬁQ _ ]{62 + 2mg€& + \/ﬁkff + (gﬂ.k€2 B \/_§mg£ _ %) 192_’_

8 2 64 32

Per determinare le equazioni del moto linearizzate basta ripetere il procedimento del punto C) e

troviamo

omé + 2kE = 2mg + V2k(

16med + (241% +12v2mg — 307rk:€> 9 = 157 <\/§mg . ke) .
2) La matrice d’'inerzia del corpo rigido rispetto al sistema di riferimento Ozyz ¢ data da
Jo=Jg" + 15"

dove J94 e J9B sono le matrici d’inerzia delle aste OA e OB prese singolarmente (e rispetto al
medesimo sistema di riferimento). Dato che il corpo rigido ¢ piano si ottiene JA' 4 J&2 = J33; inoltre,
considerando che zy e yz sono piani di simmetria materiale, otteniamo anche J}? = J§* = JZ* = 0.
Ora, ricordando che la formula del momento d’inerzia di un’asta inclinata di una angolo « rispetto
ad un asse r passante per O & 2

2

Jy= o
3 sen- «

e visto che sia l'asta OA che I'asta OB sono inclinate di 45° rispetto agli assi x e y, otteniamo
facilmente )
ml

2

. 11,04 11,0B m . .

infine Ji = JbOA 4 JILOB _ 77 o chiaramente J22 = J da cui
o) o) 3 19) 0>

2
m. )
3 P
JO = 0 m_ 0
3 2
0 0 =mb?



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 10 giugno 2016

1) Un corpo rigido ¢ formato da un’asta omogenee OA di massa m e lunghezza 2¢ a cui &
saldata una lamina quadrata ABCD di massa m e lato £, come si vede in figura. Il corpo si
muove in modo che 'asta O A stia nel piano orizzontale xy di un sistema di riferimento Oxyz
e il punto O sia fisso nell’origine. La lamina quadrata si muove in modo da ruotare attorno
all’asta OA.

Sull’estremo D della lamina agisce una forza elastica di coefficiente k£ > 0 e polo il punto F
di coordinate (¢,0,0).

Il sistema & soggetto alla forza peso e tutti i vincoli sono lisci. Si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;

2. trovare la matrice d’inerzia del corpo rigido nel sistema indicato in figura;

3. determinare l’energia cinetica del sistema;

4. trovare le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno a una posizione di equilibrio stabile;

5. scrivere la quantita di moto del sistema in funzione dei parametri lagrangiani.

2) Determinare per quali valori di k # 0 la trasformazione

P
2 kq

—
3L
=R
SRS
SN— ~—
([
@ L

(&
P
kq

& canonica e trovarne una funzione generatrice del tipo F'(q, P).



Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 10 giugno 2016
a cura di Sara Mastaglio

1) Determiniamo innanzitutto
(D — O) = lcosVe, + Usende,,

(D—FE)=1{(cos¥ —1) e, + Isende,

e, detto (& il baricentro della lamina quadrata,

14 14 14

(G—-0)= 2 (3cos) —senpsend) e, + 3 (3sen?) 4 sen p cosv) e, + 5 €08 €.
1. Per determinare le posizioni di equilibrio ci serve innanzitutto il potenziale
k 2
U:—mgzD—ngG—§|D—E| =
¢ koo 2
=—mg-0—mg §COSQD —5(6 + 07 =20 00819) =

1
=— §mgfcosgo + k? cos V) + c.

Le posizioni di equilibrio sono quindi date dal sistema

oU )

g_ﬁ = —kl*sent) =0
U 1

% = imgfsengo =0,

da cui si ricavano subito sen v = sen ¢ = 0 che forniscono le seguenti posizioni di equilibrio:
P1(07 0)7 P2(077T)7 P3(7T7 0)7 P4<7Ta 7T>'

Per discuterne la stabilita calcoliamo

0*U 0*U 0*U

597 = —kl? cosV, = —mgl cos ¢,

9000 " 92 T 2

e quindi I'hessiano e

—k(? cos 0
H(,p) = 1
0 §mgl cos



L’hessiano valutato nelle quattro posizioni di equilibrio e

—k0? 0 —k0? 0
H(P) = s H(P) = )
() 0 1mgl () 0 —lmgl
2 2
k0? 0 k0? 0
H(FP3) = 1 s H(FP,) = 1 )
(Ps) 0 émgl (Fy) 0 émgl

quindi, dato che otteniamo due autovalori negativi solo per P, risulta che P, ¢ 'unica posizione di
equilibrio stabile.
2. La matrice d’inerzia J3 dell’asta, tenuto conto del sistema di riferimento Oz'y’z’ della figura (con

z = 2’ e lasse 2/ ortogonale agli altri due e uscente dal foglio) e della lunghezza 2¢ dell’asta &

4
§m€2 O 0
W= 0 0 o
4
0 0 —me?

3

Per determinare la matrice d’inerzia Jg della lamina quadrata dobbiamo utilizzare il teorema di

l
Huygens-Steiner, ossia JS = J& + m (d?l —d ® d), con d = (G — O0) = (O, 26, 5) e

_ 62 .
meeoy 0
2
12 2
m
0 0 —
| 12 |

dove Jg e la matrice d’inerzia della lamina quadrata rispetto ad un sistema di riferimento centrato
nel baricentro G della lamina e con assi paralleli a quelli indicati in figura (2/,v/, 2'); la matrice

d’inerzia cercata e dunque

— )62 — _5 — — —
mT 0 0 Sm2 0 0 Sz 0 0
02 me? 3 me? 3
8= "o+l 0 P Cpel=] 0 T pe
o 12 4 4" 3 4"
m? 3 2 9 2 3 2 7 2
I 0 0 -7 I 0 4m€ 4m€ | I 0 4m€ 3m€ |



Otteniamo infine la matrice d’inerzia Jo dell’intero corpo rigido per additivita:

Ame? 0 0
me? 3
Jo=JA+J¢=1| 0 - -
3, 11
0 —4m€ 3 ml

3. Considerando che O per il corpo rigido € un punto fisso, possiamo scrivere ’energia cinetica come

1
K=-w-J
2w ow,

dove w e la velocita angolare del corpo rigido. Dato che Jp € stata calcolata nel punto precedente
ci resta da calcolare la velocita angolare, che e data da w = ﬁez — (pe,, CoN e, = SeN Ye, + COoS Pe.

e quindi, espressa rispetto al sistema di riferimento solidale al corpo rigido, diventa
w = ¥sen pey — pe, + ¥ cos pe, .

Dopo qualche conto ’energia cinetica risulta
2

1 1 , 3 . /
K = 3 ((4 —3 cos? gp> me*9* + §m€2 cos p VP + ng02> .

4. Determiniamo le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile
P5(0, 7). Calcoliamo
det (w?J () + H (q)) =0,

conq = (0,m):
1 3
4mi? — §m€2 cos? Zmﬁz oS ¢
J(q) = 3 EQ m€2
—ml? cos —
1 4 3
che calcolata in (0, 7) diventa
11 3
§m£2 —Zm€2
J(q) = 2 ;
3 e ml
__m —
4 3
avendo gia calcolato 1’hessiano nel primo punto, otteniamo
11 3
§m€2w2 — k0? —Zméng
det =0
3 (> 1 ’
——ml?uw? M 2 —mg/

4 3 2



che ci da I'equazione
95mlw? — 24 (11mg + 2k() w? + 729k = 0.

5. La quantita di moto del sistema ¢ data da
P=P,+ Pg=mvp + muog;
le due velocita sono
vp = — (9 sende, + 0 cos ve,,
e —g (—319 sen® — ¢ cos psent — ¥ sen p cos 19) e;+
+§ (319@0819 + @ cospcostd) — ﬁsen@senﬁ) e, — §<psen e,
e quindi la quantita di moto e

0. .
P = —m? <5ﬂsen19+gbcosgosen19+ﬁsengpcos19> e;+

0. - 4
—l—mT (519cosﬁ+gbcos¢cosq9—19sen<psenz9) e, — m?gbsengpez.

2) Per ottenere una trasformazione canonica poniamo le parentesi di Poisson uguali a 1:

0QoPrP 0QoP
P = — =
con
8q_q T 9p k T 9q k¢ Op kg ’

che ci fornisce subito k = 2.

La trasformazione, quindi, diventa
P
Q=Q(g,p) = ¢’c >
P = P(g,p) = %

Troviamo ora una funzione generatrice F(q, P):

_oF
-5

_OF

@=%p

p

OF
quindi p = 2qlog P = S da cui si pud ricavare F(q, P) = ¢*log P + g(P). Inoltre
q



2 A
q / 0 2 —logP
. P)=—=Q= g P _
P g() oP 7¢

da cui, confrontando il primo e 'ultimo termine, risulta che ¢'(P) = 0 e quindi g(P) = costante. In

oS

definitiva

F(q, P) = ¢*log P + costante,

in particolare, scegliendo la costante = 0, troviamo

F(q,P) = q2 log P.



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 24 giugno 2016

1) Un’asta omogenea AB di massa m e lunghezza 2¢ si muove in modo che l'estremo A
scorra sull’asse orizzontale e 'estremo B sull’asse verticale di un sistema di riferimento piano
verticale Oxy. Sull’asta AB scorre un punto materiale P di massa m.

Sul punto P agisce una forza elastica sempre verticale di coefficiente k > 0 e polo sull’asse
delle ascisse.

1l sistema & soggetto alla forza peso e tutti i vincoli sono lisci. Si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;
2. trovare le posizioni di equilibrio di confine;
3. determinare la lagrangiana del sistema;

4. trovare le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno a una posizione di equilibrio stabile.

2) Si calcoli la matrice d’inerzia del corpo rigido formato da un’asta omogenea di massa m
e lunghezza 2¢ e un punto materiale di massa m nel suo baricentro, rispetto al sistema di
riferimento indicato in figura.




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 24 giugno 2016
a cura di Sara Mastaglio

1) I parametri lagrangiani, come suggerito dalla figura, sono £ := PA € [0,2(] e ¥ := OAB € [0, 27).

Le coordinate significative, posto G il baricentro dell’asta, sono
(G — O) = Lcose, — [senve,,

(P —0) = (20—¢)coste, — Esene,,

(P —C) = —¢&sende,.

Il potenziale ¢ dato da

k k
U= —mgyp — mgyag — §]P — C* = mglsen v + mgé sen ) — 552 sen? ¥.

Le posizioni di equilibrio si trovano dal sistema

%—g = mgsend — k{sen? Y = (
oU 2
5 (mgl + mg€) cos ¥ — k& sen ) cos ) = 0,

cioe
send (mg — k€ send) =0
cos? ((mgl + mg€) — k&*sen ) = 0,

da cui si ricavano

e sent = 0 da & = —/ che non e accettabile;

e cost =0 e quindi v = g per cui ottendiamo £ = % che e accettabile solo se % < 20; per

m
¥ = 5T otteniamo & = —79, che essendo negativo non e accettabile;

e dalla prima delle due equazioni si ha &send = % che sostituita nella seconda da 1’assurdo

mgl = 0.



mg T m
L’unica posizione di equilibrio ¢ quindi P (Tg’ 5) con Tg < 2.
Valutiamo la stabilita di P. L’hessiano e costituito dagli elementi

2 2
% = —ksen® ¥, c‘fggﬁ = mgcos ¥ — 2k{ sen v cos v,
0*U

= —(mgl + mg€) sen ) — k&2 cos? V¥ + k&? sen? o),

—k 0
0 —mgt

che con due autovalori negativi ci da una posizione di equilibrio stabile.

992

quindi ’hessiano calcolato in P ¢

2) Le posizioni di confine si hanno per £ =0 e £ = 2(.

e Per la posizione P(0,7) le velocita virtuali sono we > 0 e wy € R, quindi si deve avere

ou _
8_5§O mgsent <0

= _
a_U:O mglcostt =0
oY

- 3 — 3
che ci da la soluzione ¥ = Sme quindi la posizione di equilibrio di confine & P, (O, §7r)

e Per la posizione Py(2(,1) le velocita virtuali sono we < 0 e wy € R, quindi si deve avere

oU B B

5_§ZO senﬁ(mg—%@senﬁ)zo
i —_— j—

ou —0 cosV (3mgl — 4k(? send) = 0

o

— m

che ci da come unica soluzione accettabile 1 = g con k < 2—5 e quindi la posizione di equilibrio di
— T

confine ¢ P, (2€, 5)

3) Per determinare la lagrangiana del sistema dobbiamo prima calcolare 1’energia cinetica:

1 1 1
K = §mv]2D + §mvé + T Jow.

Calcoliamo le velocita:

vp = <—€Cosq9 — (20— £)ﬁsem9> €, — (Ssenﬁ+£1§cosﬁ) ey



e quindi v} = &2 + 2092 4 4020% sen® ¥ + 40£0 sen V) cos ) — 40ED? sen? W),
ve = —l) sende, — £ cos Ve,

e quindi v%4 = (*9?; inoltre la velocita angolare ¢ w = Ye, e I'unico momento d’inerzia che ci
2

. N m . . . .
interessa ¢ J& = 5 L’energia cinetica risulta

1 : .. 4 )
K = 5™m ({2 + 4¢sen v cos ¥ £V + (52 + §€2 + 4% sen® ¥ — 40€ sen? 19) 192) .
Infine la lagrangina, che ¢ datada L = K + U, ¢
1o ol L 2
L= §m§ + 2mlsen ) cos ¥ £V + §m£ v+ gmf 9+
. . k
+ 2ml* sen® 919? — 2ml€ sen? 99? + mglsen ) + mgé sen v — §§2 sen? .

4)La posizione di equilibrio stabile ¢ P <%, g) Per determinare le pulsazioni delle piccole oscil-
lazioni calcoliamo
det (w?J () + H (q)) =0,
mg

con q = (7, 5) La matrice associata alla forma quadratica dell’energia cinetica &

m 2¢ sen ¥ cos ¥

J pu
(@) 20senvcos¥? m ({2 + %62 + 40% sen? ¥ — 40¢ sen? 19)

Y

che calcolata nella pozione di equilibrio stabile diventa

m 0
J(@) = m?g> 16 dmgl \ | >
/-
0 m( 2 + 36 p )

la matrice hessiana e stata calcolata in precedenza e quindi dopo aver calcolato il determinante e

imposto che sia nullo, risulta che le pulsazioni delle piccole oscillazioni sono soluzioni dell’equazione
m (3m292 + 16K20% — 12mg€k) wt — (3m292k + 16K30% — 9mg€k:2) w? +3k3gl = 0.

2) Per determinare la matrice d’inerzia rispetto al sistema di riferimento Oxyz dobbiamo prima
calcolare la matrice d’inerzia baricentrale e spostarci in O con Huygens-Steiner. Pensiamo quindi

al sistema di riferimento G'y'z’ con assi paralleli a x,y, z e centrato nel baricentro G del corpo



rigido. Per applicare Huygens-Steiner notiamo che il corpo rigido e costituito dall’asta e dal punto

materiale entrambi di massa m, quindi 'intero corpo rigido ha massa 2m e otteniamo
JOIJg+2m(d2|—d®d).

L’asta ¢ inclinata di 7/4 rispetto agli assi 2’ e y' e quindi

JE = m(122£)2 sen? (m/4) = %82, JE = m(122£2 cos? (m/4) = m?p, J&E =JE+ I = ngg,
J& = _m(122€)2 sen (m/4) cos (r/4) = —ngz, Jek = J& =0,
quindi ] m_ﬁ _m_g2 O ]
7?162 m€62
T
|0 0 ]

Ora ci serve la distanza

dacuid?="0e

7? 02
— — 0
2 2
deod=|_ £
2 2
0 0 0
Infine otteniamo
r mi? me? T 7 5 T
- ¢ 0 me me 0 gme gm0
m£2 me 2 ) 5 2 7 9
Jo = % 5 0 | + [me= me 0 = émﬁ émf 7O
2 2
0 0 % 0 0 2me 0 0 ngQ



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 15 luglio 2016

1) Una lamina quadrata omogenea ABCD di massa m e lato ¢ si muove in modo che il lato
AB scorra sull’asse = di un sistema di riferimento Ozyz. Sull’estremo D della lamina agisce
una forza elastica di coefficiente k& > 0 e polo il punto E di coordinate (0,0, ¢).

Il sistema & soggetto alla forza peso e tutti i vincoli sono lisci. Si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema;
2. discuterne la stabilita;
3. determinare la lagrangiana del sistema;

4. trovare le equazioni differenziali del moto linearizzate attorno a una posizione di equi-
librio stabile.

A

2) Si trovi la posizione del baricentro della lamina omogenea indicata in figura, formata da
due rettangoli di lati 2¢, ¢ e una corona semicircolare di raggi 2¢, £, nel sistema di riferimento
indicato.

20

3) Si trovi la matrice d’inerzia della lamina dell’esercizio 2) nel sistema di riferimento indicato.



Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 15 luglio 2016
a cura di Sara Mastaglio

1) Uno dei parametri lagrangiani & gia suggerito in figura, cioe ¢ := :~BC € [ 0,27 ), mentre come
secondo parametro lagrangiano possiamo scegliere € := AO € R.

Denotiamo con G il baricentro della lamina quadrata; per il seguito ci serviranno
zg = ——=cost
2

(D—FE)=¢e, + lsenve, — ({ + (cosV)e,
e dunque |D — E|? = £2 + 20? + 2(* cos 0.

1. Il potenziale risulta
k 5 1 k o 5
U:—mng—g\D—E| zémgﬁcosﬁ—if — kl* cos? + c.

Le posizioni di equilibrio sono date dal sistema

ou

—:—k =

0¢ £=0

oU 1 )

50 = (—émgé%— 74 ) send =0

che cida & =0 esenv =0 da cui ¥ =0, 7; le due posizioni di equilibrio sono quindi
Pi(0,0) e Py(0,7).

2. Determiniamo 1’hessiano:

0*U o*U o*U 1 2
5’_§2 = —k, @ =0, 907 = (—ﬁmg€+k€ > cos v,

quindi, calcolato nelle posizioni di equilibrio, otteniamo
—k 0

1
0 —§mg€ + k¢?

H(P) =

quindi P; ¢ una posizione di equilibrio stabile se H (P;) ha due autovalori negativi, quindi se
1 2 L myg.
amgl — k€= < 0, cioe se k < 50
—k 0
H(P) = 1

0 §mg€ — k02



quindi P» € una posizione di equilibrio stabile se k£ > mg.
3. Per determinare la lagrangiana del sistema dobbiamo prima calcolare I'energia cinetica, che in
questo caso particolare, dato che la velocita di A si mantiene sempre parallela alla velocita angolare,
possiamo scrivere come

1 1
Kzﬁmvi—%éw-JAw

dove w ¢ la velocita angolare della lamina quadrata e J4 € la matrice d’inerzia della lamina calcolata
rispetto ad un sistema di riferimento centrato in A. La velocita di A ¢ vy = fex, quindi v4 = 52,

mentre w = Je, e la matrice d’inerzia ¢

T me? me? T
mee_mt oy
3 4
me:  ml?
_mEe ey
4 3
2
i O 0 §m€2_

L’energia cinetica, dopo qualche semplice conto, risulta

1 ., me?
K=-mé+
5™+

J2
e quindi la lagrangiana ¢ data da

me s

1 k 1 .
L=U+K-= §mg€cosz9—Eﬁz—kfgcosﬁ—l—img—l— 5

4. Determiniamo le equazioni del moto linearizzate attorno alla posizione P;(0,0), stabile per

k < mg/2¢. Calcoliamo la lagrangiana linearizzata

i=li@atrla- 9 H@ @9

2 2
. P
cong=1[9¢]",qg=1[,¢ eq=[0,0,
m 0
J(q) =J(q) = 0 me? | ;
3

avendo gia calcolato H (q) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta

~ 1 .
L= §m£2+

e ok, 0
%792 — 58+ (2Kt —mg) 9.



Andando a scrivere _ _
4oL _ oL
dtog  Oq

otteniamo le equazioni del moto linearizzate:

. k
f=-"¢
m
G 3 (2k0 — mg)ﬁ'
2me
2)
by
F G O H E .
A B C D

Con riferimento alla figura, indichiamo con £; il rettangolo ADFEF', con L, il rettangolo BCHG,
con Lg il semicerchio di raggio OF e con L4 quello di raggio OH; in questo modo la lamina data £
e ottenibile per additivita (e sottrattivita) come £ — Lo 4+ L3 — L.
Le masse delle quattro lamine, considerando che la lamina £ ¢ omogenea con densita costante p,
SONo
2 2 2 l?

my = p8L%, my = pAl’, my = p2rl%, My = p—-

I’ascissa del baricentro di £, per ragioni di simmetria, e chiaramente * = 0, mentre le ordinate dei

baricentri delle quattro lamine sono

8¢ 40

n y Y2 y Y3 3 Ya 3



L’ordinata del baricentro dell’intera lamina £ e

miYyp — Moy + M3lYs — MyYy
m

g:

dove la massa totale m = m; — mg + ms — my; quindi, dopo qualche conto, otteniamo

40

Y738+ 3m)

Le coordinate del baricentro di £ sono quindi

(> am)

3) Procediamo come nell’esercizio 2) sfruttando 'additivita delle matrici d’'inerzia. Come prima

cosa indichiamo con m la massa totale, cioe

8+3
mzp( +27T>€2,

da cui si puo ricavare la densita di massa

J— 2m .
P=B+3me
dato che la densita di massa e la stessa per tutte e quattro le lamine che compongono £ e avendo
gia calcolato le singole masse nel punto precedente, possiamo sostituire la p e ottenere le singole
masse in dipedenza da m:

16m 8m 4dmm ™m
= ; Mo = ; M3 = » My = :
8+ 3 8+ 3 8+ 3m 8+ 3

ma

Innanzitutto, per ragioni di simmetria di £ rispetto al piano yz e poiché la lamina ¢ piana, i prodotti

d’inerzia sono tutti nulli e quindi la matrice d’inerzia che cerchiamo sara del tipo

Jew 00
Jo=10 J, 0
0 0 J.

con J,, = Jyz + Jyy. Occupiamoci di J,, che sara dato da J), — J2, + J2 — J&

., dove questi ultimi

momenti d’inerzia sono tutti fatti rispetto al sistema di riferimento Oxyz:

4 4 mal?
Jalm = §m1€2, ng = §m2€2, J;Z)z = m3€2, J;lx = Z y




quindi

2

; 4 2 4 Pmad? myl? 64m/? 32m/? +47Tm€2 Tm/? (128 + 457)
Tr — —m ——=m m — = — _ — m
37 3T ° 4 3(8+3m) 3(843m) 8+3m 4(8+3m)  12(8+ 37

Analogamente .J,, sara dato da J;y — Jy2y + J;’y — J;y con
4 mol myl?
1 _ 2 2 _ M2 3 _ 2 4 4
Jyy = §m1€ s Jyy = 3 s Jyy = m3€ s Jyy = 1 s
quindi
Ty = %m1€2— mal? +m3€2_m4€2 _ 64me®>  8mf® +47rm£2 _mmf? _ (224 4 45m) 2
3 3 4 3(8+3m 3(8+3m) 8+37 48+3m)  12(8+3m)
Infine ( )
176 + 457
Jzz = me Jyy =~ 27
T = 5w 3
quindi
128 + 457 0 0
Jo— —mE 0 224+45 0
°~ 12(8 4 37) o
0 0 352 4 907



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 2 settembre 2016

1) Un’asta omogenea OA di massa m e lunghezza 2¢ ¢ libera di ruotare attorno all’estremo
O, fisso in un sistema di riferimento cartesiano Oxyz. Una seconda asta AB, identica alla
prima, ha l’estremo A vincolato a quello della prima asta e ’estremo B che puo scorrere sulla
parte positiva dell’asse .

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul punto B agisce una forza elastica di coefficiente
k > 0 e polo il punto O.

Si chiede di:

A

trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;

C

trovare le eventuali posizioni di equilibrio di confine;

)
B) discuterne la stabilita delle posizioni di equilibrio ordinarie;
)
D)

determinare 1’energia cinetica del sistema.

2) Si calcoli la matrice d’inerzia della lamina omogenea di massa m mostrata in figura rispetto
al sistema di riferimento indicato (I’asse z & ortogonale al foglio).




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 27 settembre 2016

1) Una lamina quadrata omogenea ABCD di massa m e lato ¢ ¢ libera di ruotare attorno

al lato AB, che scorre sull’asse verticale di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
Ozxyz.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul punto D agisce una forza elastica di coefficiente
k > 0 e polo il punto E(0,¢,0).
Si chiede di:

A) trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;

B) determinare le equazioni differenziali del moto;

C) scrivere le equazioni del moto linearizzate attorno a una posizione di equilibrio stabile.

2) Si calcoli la matrice d’inerzia della figura composta da tre aste omogenee, tutte di massa m,
mostrata in figura rispetto al sistema di riferimento indicato (I’asse z ¢ ortogonale al foglio).




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 17 febbraio 2017

1) Una lamina circolare omogenea di massa m e raggio R ¢ libera di ruotare attorno al
suo vertice fisso O che e 'origine di un riferimento cartesiano ortogonale Oxy. Al punto A sul
bordo della lamina diametralmente opposto ad O & agganciato I’estremo di un’asta omogenea
AB di massa m e lunghezza 2R, che puo ruotare liberamente attorno a A.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul punto A agisce una forza elastica sempre
verticale di coefficiente & > 0 e polo sull’asse . Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;

2. discuterne la stabilita;

3. determinare ’energia cinetica del sistema.

4. scrivere la lagrangiana approssimata attorno a una posizione di equilibrio stabile.

A
O

A

2) In una lamina rettangolare omogenea di lati a < b ¢ praticato un foro circolare nel
centro, di raggio a/2. Sapendo che la massa della parte rimanente vale m, se ne calcoli la
matrice d’inerzia rispetto a un sistema di riferimento baricentrale opportuno.



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 9 giugno 2017

1) Una lamina circolare omogenea di massa m e raggio R ¢ libera di ruotare attorno al
suo vertice fisso O che e 'origine di un riferimento cartesiano ortogonale Ozxy. Al punto A sul
bordo della lamina diametralmente opposto ad O e agganciato I’estremo di un’asta omogenea
AB di massa m e lunghezza 2R, che puo ruotare attorno a A. L’estremo B dell’asta e
vincolato a scorrere sull’asse x. Inoltre, sull’asta AB scorre un punto materiale P di massa
m.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e tra il punto P e ’estremo B dell’asta intercorre
una forza elastica di coefficiente k& > 0. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema e discuterne la stabilita in funzione
myg
kR’

2. trovare le posizioni di equilibrio di confine;

del parametro meccanico A =

3. determinare I’energia cinetica del sistema;

4. scrivere la lagrangiana approssimata attorno a una posizione di equilibrio stabile.

ﬂy

2) Una lamina piana omogenea ¢ formata da quattro rettangoli di lati a, 2a disposti come
in figura. Sapendo che la massa di ogni rettangolo vale m, se ne calcoli la matrice d’inerzia
rispetto al sistema di riferimento indicato.




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 9 giugno 2017
a cura di Sara Mastaglio

1) Un parametro lagrangiano ¢ gia fornito dall’esercizio, cioe ¥ € [0, 27, mentre come secondo
parametro lagrangiano possiamo scegliere ¢ := PB € [0,2R], dove le posizioni £ = 0 e £ = 2R sono
di confine.

Chiamiamo poi C' il baricentro del disco, G il baricentro dell’asta e scriviamo i vettori posizione

(C — O) = Rsenve, — Rcosve,,
(G — O) = 3Rsenve, — Rcosle,,
(P—0) = (4R — &) sende, —  cosve,.

1. Il potenziale & dato dalla somma del potenziale delle forze peso del disco, dell’asta e del punto e

dal potenziale della forza elastica:
U = Uisco + Uasta + Up + Uat = —mgyc — mgyc — mgyp — gIP — B? =
= —mg(—Rcos?) — mg(—Rcos?) — mg(—§ cos V) — 552 =
= 2mgR cos ¥ + mg€ cos ¥ — 262 +c.

Troviamo le posizioni di equilibrio:

%_[fj =mgcost —kE =0
g—g = —2mgRsen ¥ — mg¢ sen ) = 0;

dalla prima equazione ricaviamo & := %% cos ¥ che sostituita nella seconda equazione da

mgsen v <2R—|— %cosﬁ) =0

da cui send = 0 e costy = —%‘2; dalla prima equazione ricaviamo ¥, = 0 e ¥ = 7 a cui

corrispondono & = % e {& = —%2, che essendo negativa non ¢ accettabile; notiamo che affinché

&1 sia accettabile deve valere la condizione %4 < 2R, cioe A < 2. Infine, utilizzando la seconda

equazione troviamo £3 = —2R, che essendo negativo non ¢ accettabile. L'unica posizione di equilibrio
ordinaria ¢ dunque

P<%,O).



Calcoliamo ora 'hessiano:

2 2 2
%Tg = —Fk, ad = —mgsenv, 8_U = —2mgR cos ¥ — mg& cos vV

00?2
che calcolato in P ¢

—k 0
H(P) = 22 |
0 —2mg— mkg

dato che H(P) ha due autovalori negativi, P & una posizione di equilibrio stabile.

2. Cerchiamo le posizioni di confine P; (0,51) e P, (2R,§2).

Per quanto riguarda P; le velocita virtuali sono we > 0 e wy € R, quindi si dovra avere

ou

—| = 9 <0
9 |5, mgcos v < |
g—g . = —2mgRsentd; =0

tale sistema ha come unica soluzione accettabile P;(0, ).

Nel caso di P, le velocita virtuali sono we <0 e wy € R, quindi si dovra avere

ou 3

| = ¥y —2kR >0

7€ |, mg cos ¥y > |
a_U = —2ngsen52 —2mgR senty = 0
09 B,

tale sistema ci da come unica soluzione accettabile 1 = 0 con la condizione A > 2, quindi la posizone
di confine & P5(2R,0) se A > 2.
3. L’energia cinetica e data dalla somma delle energie cinetiche di disco, asta e punto:
K = Kiisco + Kasta + Kp.
Le velocita angolari sono wgyjse, = 1962 mentre Wystg = —1962; le velocita sono
v = 3RV cosVe, + RV sen ve,,
vp = <—§ send + (4R — 5)19 cos 19) e+ (—f cos ¥ + &0 sem?) ey.
I tre contributi dell’energia cinetica, tenendo conto che O ¢ un punto fisso per il disco, sono

1 1/3 .
Kd’isco == Ewdisco . JOwdisco = 5 <§mR2192) ,



1 1 1 . . 1 2R)? .
Kosta = 5mvé + FWasta JoWasta = 3 (9R2192 cos? ¥ + R*9? sen® 19) + 3 (m(12 ) 792> ,

1 1/ . . .
Kp= §mv% =3 <§2 sen? ) + (4R — £)?9? cos? ¥ + £2 cos® ¥ + 292 sen? ¥+
—2(4R — £)&D sen ¥ cos ¥ — 26€0 sen Y cos 19) ,

che sommati, dopo qualche conto, danno

1 /1 . . . . . .
K = 3 (ngQﬁQ + 24m R%9? cos® ¥ + m&? + €29% — 8mREY? cos? ¥ — 8mREY sen ) cos 19) .

4. La lagrangiana linearizzata si ottiene da

L= a@a+yla-a) H@(a—a

.. T
con g = [¢,9]", g = [£,)] eEZ[%,O] con \ < 2,

m —4mR sen ) cos
J(q) = 17, s )
—4 R sen 1 cos EmR + 24mR* cos” ¥ + £ — 8mRE cos” U
e quindi
m 0
J(q) = 161 m2¢®>  m2*gR
- 2 _
0 5 mR* + 2 8 A

Avendo gia calcolato H (@) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta, dopo qualche conto,

~ 1 242 . 161 . 242 .
L-3 (—k§2 - % + 2mge — 2mgo? — mkg 9% + mé? + %mR2192 + %02 - 87292) .

2) La matrice richiesta ¢ data dalla somma delle matrici dei quattro rettangoli, cioe
Jo=J5+ 4+ 3%+ 18,

dove la numerazione delle matrici d’inerzia si riferisce ai rettangoli che si trovano rispettivamente
nel 1°, 2°, 3° e 4° quadrante.

Essendo una lamina piana possiamo subito dedurre che Ji3 = Jo3 = 0. Possiamo anche osservare
che

ma?

1 _ 18 _
Jig = Jip = ——2 )
mentre

ma2

2 _ 74 _
Jio=Jiy =



e quindi
Ji2 = J112 + J122 + Ji?z + Jf2 = 0.

Gli altri momenti d’inerzia sono:

[\

ma 4
1 _ 78 _ 1 _ 18 _ 2
Jn=Jn=—, J22—J22—§ma7

3

ma?

4
J121 = Jfl = gmGQa J222 = J242 = 3

quindi
10
L2 g3 4 10,
J22 = J22 + J22 + J22 + J22 = Ema
ed infine
10 10 20
J33 = J11 + JQQ = —ma2 + —ma2 = —maQ,
3 3 3
da cui 10 _
—ma? 0 0
3 ma
10
Jo = 0 —ma? 0
’ 20
0 0 —ma?
! 3]

Dalla matrice trovata si puo dedurre che la lamina ha una struttura giroscopica.



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 30 giugno 2017

1) Un corpo rigido piano ¢ formato da un’asta omogenea OA di massa m e lunghezza 4R al cui
estremo A & saldato il bordo di una lamina circolare omogenea di massa m e raggio R. Il corpo
si muove in modo che 'asta OA stia nel piano verticale yz di un sistema di riferimento Ozyz e
il punto O sia fisso nell’origine.

Sul punto A agisce una forza elastica di coefficiente & > 0 e polo il punto F di coordinate
(0,4R,0).

Il sistema ¢ soggetto alla forza peso e tutti i vincoli sono lisci. Posto A = 7% si chiede di:

1. trovare la matrice d’inerzia del corpo rigido nel sistema indicato nella prima figura;
2. trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;

3. determinare la lagrangiana del sistema.

2) Una lamina piana ¢ formata da un’asta lunga ¢ e con densita del tipo

p(y) =py", peR

e da una lamina triangolare omogenea con base ¢ e altezza £/2. Sapendo che entrambe le lamine
hanno massa m e che I'ordinata del baricentro dell’asta & 4¢/5, si calcoli la matrice d’inerzia del
corpo rigido rispetto al sistema di riferimento indicato.

Y




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 30 giugno 2017
a cura di Sara Mastaglio

1) Denotiamo con G il baricentro dell’asta e con C' il centro del disco.
1. Per determinare la matrice d’inerzia richiesta dovremo sommare le matrici d’inerzia dell’asta e
del disco, ognuna rispetto al sistema di riferimento Oxyz.

Quella dell’asta, tenendo conto che e lunga 4R, ¢

0 0 0
16
Jge =0 FmR 0
6,

Occupiamoci ora della matrice d’inerzia del disco. Rispetto al suo baricentro la matrice e

-
m4 0 0
di. 2
JC;LSCO: 0 O
mRR?
0
I 2

Dobbiamo quindi spostarci nel polo O utilizzando la formula di Huygens-Steiner. Abbiamo che
d=(C—-0)=(4R,—R,0)
e quindi d? = 17R?; applicando la formula otteniamo

Jgeo = Jgse 4 m (Pl —d @ d) =

[ mR? 0 0
1 ) 17R? 0 0 16R2 —4R? 0
= 0 mf 0 | +m 0 17TR2 0 | — |-4rR® R2 0
. . mR? 0 0 17R2 0 0 0
I 2
Quindi
5
ZmR2 4mR2 0
Jgseo = | 4mR2 Ly 0
4 35
0 0 —mR2



Infine

EmR2 AmR? 0
. 4 259
Jo = J5"+ 5 = [4mB? ZmR 0
137
0 0 ?mRQ

2. Innanzitutto determiniamo le quote dei baricentri:
zg = 2Rsen?,

2o = 4Rsen v — R cos p cos

e il vettore

(A—FE)=4R(cos?¥ — 1)e, + 4R sende,,

da cui |[A — E|*> = 32R? — 32R? cos V.

Il potenziale ¢ quindi dato da

k
U=—-mgzg —mgzc — §|A — B = —6mgRsend + mgR cos p cost) + 16kR* cos ) + ¢

da cui oU
99 = —6mgR cos®¥ — mgR cos psent) — 16kR?sent) = 0
ou
— = —mgRsen pcos = 0;
dyp

andando a risolvere il sistema si trovano le posizioni di equilibrio

T 16 s 16

Py (5, arccos (—7)> , P (5, — arccos <—7>) ,
5 16 P, 3 ; — arccos _16
X)) T N) )
6 6
P . . P _ .
5(arctg< 16—1—)\)’0)’ 6(7T+arctg( 16+)\)’0)’
6 P, + arct 6 ;
) 8|7 g \— 16 YT

con P, P,, P3, P, valide se A > 16.

Calcoliamo la matrice hessiana per discuterne la stabilita:

2
% = 6mgRsen9 — mgR cos ¢ cosv — 16k R? cos 9,



2 2
i = mgR sen @ sen v, 8_U = —mgR cos pcos,
090y

da cui, valutando 1’hessiano nelle varie posizioni di equilibrio, troviamo

6mgR

16\ 2
mgR 1—(—;)

quindi P; e instabile dato che la traccia e positiva;

H(P) =

H(P) =
quindi P; e instabile dato che la traccia e positiva;

—6mgR
R = 16\)°
—mgRy[1 — (_T>

quindi P ¢ instabile dato che il determinante e negativo;

—6mgR

quindi P ¢ instabile dato che il determinante ¢ negativo; posto

1
V=
(6 ?
16 +

_36ng)\ _

risulta
mgR — 16k R? 0

0 —mgR



e, dato che gli autovalori sono entrambi negativi, P5 ¢ stabile;

36mgRA

+mgR+16kR? 0
H(P)=~| 1641 7

0 mgR

e, dato che gli autovalori sono entrambi positivi, Py € instabile; posto

risulta, nel caso A > 16,

36mgRA
—_— R—16kR* 0
HP)=s| A-16 "

0 mgR

e, dato che almeno un autovalore ¢ positivo, P; ¢ instabile; il caso A < 16 ¢ del tutto analogo; nel

caso A\ > 16 6maRA
mg )
—————— —mgR+ 16kR 0
H(P) =6 | a-16 T
0 —mgR

36mgRA
A—16
autovalori sono negativi, Py € stabile; nel caso A < 16
36mgRA
H(Ps) =96 A—16

e, dato che — — mgR + 16kR° ¢ una quantitd sempre negativa e quindi entrambi gli

— mgR + 16k R* 0
0 —mgR
36mgRA

A—16

e uno negativo, quindi Py e instabile.

e, dato — —mgR + 16kR? & una quantita sempre positiva, gli autovalori sono uno positivo

3. Per calcolare la lagrangiana dobbiamo prima calcolare ’energia cinetica. Dato che O & un punto

fisso per il corpo rigido, possiamo calcolare I’energia cinetica proprio in O:

1
K=-w-J
2w ow,

dove Jo ¢ la matrice d’inerzia calcolata nel punto 1. rispetto ad un sistema di riferimento solidale

con il corpo rigido e centrato in O, mentre w ¢ la velocita angolare, data da

w = 1961‘ - gbe$’7



con e, = — cos pe, + sen pe, e quindi
w = —pe, — 1 cospe, + Usen pe, .

Dopo qualche conto I'energia cinetica risulta

mR?
12

La lagrangiana ¢ infine data da

K —

, , 5
(274 — 15 cos? 19) Y + 4mR*9¢ cos p + ngch.

L=K+U,
dove I'energia cinetica K ¢ appena stata calcolata e il potenziale U ¢ stato calcolato nel punto 2.
2) Denotiamo con OA I'asta, con G il suo baricentro e con G il baricentro della lamina triangolare.
Dato che la densita dell’asta ¢ p(y) = py" con p € R, dalla definizione di baricentro possiamo
dedurre che

L
n+1
yG: = . = g:—

£ n+2 (L n42 5
/py dy
0

da cui ricaviamo n = 3. La densita dell’asta ¢ quindi

py) = py’, peR.

Sapendo poi che 'asta ha massa m, possiamo ricavare anche

m = / pyPdy = p—

da cui
4dm

p = 64 °
Conoscendo la densita dell’asta possiamo calcolare anche la sua matrice d’inerzia. Innanzitutto
osserviamo che per questioni di simmetria rispetto al sistema di riferimento Oxyz, i prodotti d’inerzia
Jsta - Josta - Jaste sono nulli e, dato che la lamina ¢ piana, possiamo calcolare

l 6 6
14 dm /L 2
asta _ asta _ 2d — =, €2

quindi
2
§m€2 0 0
Jasta: 0 O O
2
0 0 —me?

3



Se consideriamo il sistema di riferimento Ax’y’z’ con assi paralleli a x,y, z, la lamina triangolare ha

matrice d’inerzia

_m g 2 -—
— | = 0 0
: 2
szngolo _ 0 mi 0
24 2
m
0 0 —
L 12 4

Utilizziamo ora il teorema di Huygens-Steriner per spostare la matrice d’inerzia prima nel baricentro
(G; e successivamente in O. Rispetto al sistema di riferimento centrato in G; e con assi paralleli a

x, Yy, 2,1 prodotti d’inerzia saranno ancora nulli. Inoltre,

Jéll_m_ﬂ_m(l E)Q_m_g2

24 3 2 72
2
22 9y Ml
o =8 =0
(2 (2 2
JE gy T

72 24 18
Passiamo adesso al sistema di riferimento centrato nel sistema di riferimento Ozyz. Anche questa

volta i prodotti d’inerzia saranno nulli.

2 N 11
Jg:m—+m(£+—> — —me2,

72 6 8
me?
‘]52 Jé21 ﬂa
17
J§ = T8+ JF = oml,
quindi
11
§m€2 0 0
Jtom'angolo _ 0 m_EQ
24 17
_ 62
0 0 "

Infine, per determinare la matrice d’inerzia dell’intera lamina basta sommare le matrici d’inerzia

appena calcolate rispetto al sistema di riferimento Oxyz:

11 49
. 2 2
Jo=Jg"+J5 =1 0 0o 0 |+]| o0 _”;i 0 |=1] o _”;i 0
0 0 Zme 17 25
3 0 0 —ml 0 0 =ml



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 14 luglio 2017

1) Un’asta omogenea AB di massa m e lunghezza 8R ¢ libera di ruotare attorno al suo baricentro,
fisso nell’origine di un sistema di riferimento piano Ozy. Un disco omogeneo di massa m e raggio R
rotola senza strisciare sull’asta, in modo che il punto di contatto D non esca dall’asta.

Si denoti con ¢ la lunghezza con segno del vettore (D — O) e con 6 I'angolo tra la parte positiva
dell’asse delle ascisse e 'asta.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul centro C' del disco agisce una forza elastica di
coefficiente k > 0 e polo il punto O. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

(a) trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;

mg.
kR’

(c) trovare le eventuali posizioni di equilibrio di confine;

(b) discuterne la stabilita in funzione di A =

(d) determinare I’energia cinetica del sistema.

A
Y

\

m,8R

2) Determinare per quali valori di k € R la trasformazione

Q(q,p) = kqp
P(q,p) = log(kp) — logq

¢ canonica e trovarne una funzione generatrice del tipo F(q, P).



Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 14 luglio 2017
a cura di Sara Mastaglio

1) I parametri lagrangiani sono gia forniti dal testo dell’esercizio e sono
¢:=(D—-0)€c[-4R;4R] e V:=z"OB€[0;2r).
Calcoliamo le coordinate del baricentro del disco:
(C—0) = ({cost — Rsenv)e, + (£senv) + Rcosd)e,

da cui

|C - O =& + R
(a) Il potenziale risulta
U = —mgyo — mgyc — glC -0 =
= —mg ({sent + Rcost) — g (& + R?) = —mg€&send — mgR cos ) — gfz +ec.

Le posizioni di equilibrio si trovano dal sistema

ou
% = —mgsend — k{ =0
ou
— = —mg€cosv + mgRsenv = 0;
09
. . . mg . N
dalla prima equazione troviamo & = T sen ), che sostituito nella seconda ci da
sen (% cos + R> =0,
S N kR .
da cui ricaviamo sen?¥ = 0, cioe ¥ = 0,7, e cos®) = —— = ——, cioe ¢ = Farccos | —— |.
mg A A

Utilizziamo i valori di ¥ trovati per ricavare le rispettive & e troviamo le posizioni di equilibrio:
e P1(0;0);

o (0;m);
1
o P (—R\/)\2 — 1; arccos (_X>>

1
valida se DY > —1, cioe se A > 1, ed inoltre se —RVA? —1 > —4R, cioe A < V17 e quindi
1 <A< VIT.



o P <R\/)\2 — 1; — arccos (—%))

1
valida se DY > —1, cioe se A > 1, ed inoltre se RV A? —1 < 4R, cioe A < /17 e quindi anche
in questo caso 1 < A < /17.

(b) Per valutare la stabilita delle posizioni di equilibrio calcoliamo 1’hessiano:

2 2 2
%TZ = —k, 8(958(]19 = —mg cos v, ZTZ = mgé& sent + mgR cos V.
Quindi
-k —m
H(P) = g
—mg mgR

da cui risulta che P; ¢ instabile dato che det H (P,) = —mgkR — m?g* < 0.

—k m
H(Py) = g

mg —mgR

da cui trH (P) = —k —mgR < 0 e det H (P,) = mgkR — m?g* & positivo se mgkR — m?g*> > 0,
cioe se A < 1; quindi P» e stabile per A < 1.

—k kR

M=k Cre

da cui trH (P3) = —k — kR?)? < 0 e detH (P3) = k?R?*(\? — 1) & positivo se A > 1; quindi,
ricordando le condizioni di esistenza, P3 ¢ stabile per 1 < A < V1T,

—k ER

P =1 e ere

quindi ricadiamo nella situazione precedente, cioe P, ¢ stabile per 1 < A < v/17.
(c) Le posizioni di confine sono del tipo P;(4R,9) e Py(—4R, 7).

Per quanto riguarda P; le velocita virtuali sono we < 0 e wy € R, quindi

ou
- > _
o0& PI_O —mgsent —4kR > 0
j —_— [a—
8_U -0 —4AmgR cos¥ + mgRsenv = 0,
N |p,




che da come soluzione ¥ = 7 + arctg4 se A > +/17; quindi la posizione di equilibrio di confine &
Py(4R; 7 + arctg4).

Per quanto riguarda P, le velocita virtuali sono we > 0 e wy € R, quindi

ou

—| < _

o0& P2_0 —mgsend +4kR <0

8_U -0 4mgR cos Y + mgRsend = 0,
9 | p,

che da come soluzione ¥ = 7 + arctg(—4) se A > /17; quindi la posizione di equilibrio di confine &
Py(—4R; 7 + arctg(—4)).

(d) L’energia cinetica del sistema ¢ data dalla somma dell’energia cinetica dell’asta K, e di quella
del disco K,. Notiamo che l'asta ha un punto fisso (il punto O), mentre il disco no (si potrebbe
essere tratti in inganno dal punto di contatto D tra asta e disco, ma questo non ha velocita nulla

in quanto si muove con 'asta), quindi I'energia cinetica totale &

1 1 1
K=K, +K;= §wa -Jow, + 577“)% + §wd - Jowy.

La velocita del punto C' e
vo = (fcosﬁ — ¢dsend — Rﬁcosﬁ) e, + (ésenﬁ + & cos V) — Rﬁsenﬂ) e,

e quindi v3 = €2 + £20% + R*)? — 2RED.

Le velocita angolari sono w, = de, e wy = <?9 + gb) e. dove ¢ e 'angolo di rotazione propria del

disco; la condizione di rotolamento senza strisciamento ¢ £ = —R, e quindi la velocia angolare del
. . - , _ , me? mR?
disco risulta wy = [ ¥ — % e.. Nel caso piano ci basta ricordare J3* = T3 © JE = 5 Dopo

qualche conto, tenendo conto che ¢ = 8 R, ’energia cinetica risulta

K= ng? . ng&é n % (41R? + 6€) 92,

2) Per ottenere una trasformazione canonica poniamo le parentesi di Poisson uguali a 1:

QP 9Qor

con
20 20 oP 1 9P k
_:kv __kQ7 . T a7
dq dp dq g Op kp



Quindi

cioe

kE+k=1
. : 1
da cui otteniamo k = 3
La trasformazione, quindi, diventa
qp
Q=Qap) =~
P=P(gp) =log(+)
Y 2q
Troviamo ora una funzione generatrice F'(q, P):
oF OF
P=%¢ °© “op

OF
quindi p = 2¢gef’ = S da cui si puo ricavare F(q, P) = ¢’e” + g(P). Inolte
q

OF
2 P 2 P
P pumy = =
e +g(P)=o5=0=qe
da cui, confrontando il primo e I'ultimo termine, risulta che ¢’(P) = 0 e quindi g(P) = costante. In

definitiva

F(q, P) = ¢*¢” + costante,

in particolare, scegliendo la costante = 0, troviamo

F(g, P) = ¢’€".



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello dell’8 settembre 2017

1) Un disco omogeneo di massa m e raggio R rotola senza strisciare sull’asse orizzontale di un
sistema di riferimento piano Oxy. Un’asta omogenea AB di massa m e lunghezza 4R ha l’estremo
A vincolato al centro del disco ed e libera di ruotare attorno ad esso.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sull’estremo B dell’asta agisce una forza elastica di
coefliciente k£ > 0 e polo il punto O. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

(a) trovare le posizioni di equilibrio del sistema;

mg.

kR’

(b) discuterne la stabilita in funzione del parametro meccanico adimensionale A =

(c¢) determinare la lagrangiana del sistema.

Ay

m, R

\ ]
8

m,4R

2) Una lamina piana omogenea ¢ formata da due semicerchi di raggi R, 2R disposti come in figura.
Sapendo che la massa della lamina vale 5m, se ne calcoli la matrice d’inerzia rispetto al sistema di
riferimento indicato.




Prova scritta di Meccanica Analitica
22 settembre 2017

1) Un corpo rigido ¢ formato da due aste omogenee OA, AB, ognuna di lunghezza 2¢ e massa m,
saldate ad angolo retto nell’estremo comune A. Il corpo & libero di ruotare in un piano verticale e il
punto O e fisso nell’origine di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale. Sull’asta AB scorre
poi un punto P di massa trascurabile.

Tutto il sistema & soggetto alla forza di gravita e sul punto P agisce una forza elastica verticale
con polo sull’asse orizzontale e coefficiente & > 0. Considerando tutti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema e discuterne la stabilita;
2. trovare le eventuali posizioni di equilibrio di confine del sistema;
3. scrivere la lagrangiana del sistema e le corrispondenti equazioni differenziali del moto.

A

Y

20, m

20, m

2) Una lamina piana omogenea ¢ formata da un semidisco di raggio R e massa m saldato a un
rettangolo di lati R, 2R. Se ne calcoli la matrice d’inerzia rispetto al sistema di riferimento in figura
(’asse z non e rappresentato).

Ay




Prova scritta di Meccanica Analitica
12 gennaio 2018

1) Un corpo rigido formato da una circonferenza materiale di raggio R e massa m ¢ libero di traslare
in verticale, in modo che un suo diametro resti sempre sull’asse y di un sistema di riferimento
cartesiano ortogonale. Un punto materiale P di massa m scorre sula circonferenza materiale.
Tutto il sistema & soggetto alla forza di gravita e sul punto P agisce una forza elastica con polo
nell’origine e coefficiente £ > 0. Considerando tutti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;

2. discuterne la stabilita in funzione del parametro meccanico A = R R;

3. scrivere la lagrangiana del sistema e le corrispondenti equazioni differenziali del moto;

4. scrivere le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno a una posizione di equilibrio stabile.

A

@)

2) Una corpo rigido piano omogeneo ¢ formato da tre aste, due di lunghezza 2¢ e una di lunghezza
¢, disposte come in figura. Sapendo che la massa totale del corpo rigido € m, se ne calcoli la matrice
d’inerzia rispetto al sistema di riferimento indicato (1’asse z non e rappresentato).




Prova scritta di Meccanica Analitica
2 febbraio 2018

I) Una circonferenza materiale di raggio R e massa m ¢ libera di ruotare attorno a un suo punto,
fissato nell’origine di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale. Un punto materiale P di massa
m scorre sula circonferenza materiale.

Tutto il sistema & soggetto alla forza di gravita e sul punto P agisce una forza elastica verticale con
polo sull’asse x e coefficiente k£ > 0. Considerando tutti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;
mg.
kR’

3. scrivere la lagrangiana del sistema e le corrispondenti equazioni differenziali del moto.

2. discuterne la stabilita in funzione del parametro meccanico \ =

A

Y

IT) Un corpo rigido piano omogeneo di massa m ha la forma disegnata in figura. Se ne calcoli
il baricentro e la matrice d’inerzia rispetto al sistema di riferimento indicato (l’asse z non &
rappresentato).




Prova scritta di Meccanica Analitica
1 giugno 2018

I) In un sistema piano, un disco omogeneo di raggio R e massa m ruota senza strisciare lungo un’asta
omogenea AB di massa m e lunghezza 10R. L’asta AB & libera di ruotare attorno al suo baricentro,

che e fissato nell’origine O di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale.
Tutto il sistema e soggetto alla forza di gravita e sul centro C del disco agisce una forza elastica di

coefliciente k£ > 0 e polo il punto D di coordinate (O, %) Si chiede di:

trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema in funzione del parametro meccanico

mg
r="9.
kR’

2. discuterne la stabilita;

1.

3. trovare le eventuali posizioni di equilibrio di confine;

scrivere la lagrangiana del sistema e le corrispondenti equazioni differenziali del moto.

A
D

mg
k k

10R
m, 0

IT) Un corpo rigido ¢ formato da tre aste omogenee, ognuna di massa m e lunghezza ¢, disposte
come in figura (le aste sono mutuamente perpendicolari). Se ne trovi la matrice d’inerzia rispetto al

sistema di riferimento indicato.




Prova scritta di Meccanica Analitica
15 giugno 2018

I) In un sistema piano, una lamina quadrata omogenea ABCD di lato v/2¢ e massa m ruota attorno
al suo centro G, il quale si muove su una guida circolare di centro O e raggio 2¢.

Tutto il sistema & soggetto alla forza di gravita e sul vertice A della lamina agisce una forza elastica
di coefficiente £ > 0 e polo il punto O. Si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema;

mg

2. discuterne la stabilita in funzione del parametro meccanico \ = m;

3. scrivere la lagrangiana del sistema;
4. scrivere ’equazione delle piccole oscillazioni attorno a una posizione di equilibrio stabile.

A

\j

IT) Si calcoli la matrice d’inerzia del corpo rigido in figura rispetto al sistema di riferimento indicato.
Il corpo e formato da un’asta AB omogenea di massa m e raggio 4¢ e da una semicirconferenza
omogenea di massa m e raggio £.

Y



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 6 luglio 2018

1) Sia dato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxy in un piano verticale. Una
lamina quadrata omogenea di massa m e lato £ ¢ libera di ruotare attorno al suo vertice A, che
scorre sull’asse verticale. Sulla lamina agisce la forza peso e sul vertice C' opposto ad A agisce una
forza elastica di coefficiente k& > 0 e polo l'origine O.

Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema;
2. discuterne la stabilita al variare del parametro %;

3. determinare l’energia cinetica del sistema e mostrare che la matrice dell’energia cinetica &
invertibile;

4. discutere 'esistenza di integrali primi del moto.

Ay

Y

2) Una lamina piana omogenea di massa m ¢ formata da quattro triangoli rettangoli di cateti
£,2¢ disposti come in figura. Se ne calcoli la matrice d’inerzia nel sistema di riferimento indicato
(Passe z & perpendicolare al foglio).




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 7 settembre 2018

I) Un corpo rigido piano ¢ formato da due aste AB e BC, entrambe di massa m e lunghezza ¢,
saldate ad angolo retto. Tale corpo si muove in modo che 'asta AB scorra sull’asse y di un sistema
di riferimento cartesiano ortogonale Ozyz. Inoltre il corpo puo ruotare attorno all’asse y.

Tutto il sistema ¢ soggetto alla forza di gravita e sull’estremo C' della seconda asta agisce una forza
elastica di polo l'origine e coefficiente k > 0. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;
2. determinare la lagrangiana del sistema;

3. scrivere le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile.

IT) Data la trasformazione

Q=21
p

P =k\kp? -1

si trovino i valori di £ € R per cui essa € canonica. Nei casi affermativi si trovi poi una funzione
generatrice del tipo Fs(q, P).



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 14 settembre 2018

I) Un lamina quadrata omogenea ABCD di lato £ e massa m ¢ libera di ruotare attorno al suo
lato AB, che scorre sull’asse y di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Ozyz.

Sul vertice D della lamina agisce una forza elastica di coefficiente £ > 0 e polo il punto F di
coordinate (0,0, ).

Tutto il sistema e soggetto alla forza di gravita. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;
discuterne la stabilita in funzione dei parametri meccanici;

determinare la lagrangiana del sistema;

> W N

scrivere la lagrangiana approssimata attorno a una posizione di equilibrio stabile.

A

z

IT) Un corpo rigido AOBC ¢ formato da tre aste omogenee AO, OB, BC, tutte di massa m
e lunghezza ¢, perpendicolari tra loro e disposte come in figura. Se ne calcoli la matrice d’inerzia
rispetto al sistema di riferimento indicato.




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello dell’ll gennaio 2019

I) In un piano verticale, un’asta omogenea OA di massa 2m e lunghezza 2¢ ¢ vincolata a ruotare
attorno all’estremo O. Nel punto medio B di O A & vincolato I’estremo di una seconda asta omogenea
BC, di massa m e lunghezza ¢, libera di ruotare attorno a B. Sull’estremo libero C' agisce una forza
elastica verticale di coefficiente k& > 0 e polo D sull’asse x di un sistema di riferimento cartesiano
ortogonale Oxyz. Inoltre tutto il sistema e soggetto alla forza di gravita.

Supposti i vincoli lisci, ponendo A = mg/kl, si chiede di:

1. determinare la lagrangiana del sistema;
2. trovare le posizioni di equilibrio del sistema;
3. discuterne la stabilita nel caso A = 3;

4. sempre nel caso A = 3, scrivere le pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno a una posizione
di equilibrio stabile.

\j

v 20,2m

AS)

IT) Si calcoli la matrice d’inerzia della lamina piana omogenea della figura, formata da due trian-
goli equilateri, rispetto al sistema indicato. Si calcoli poi il momento d’inerzia rispetto all’asse
tratteggiato.

y




Risoluzione della prova di Meccanica Analitica dell’11 gennaio 2019

I) 1. Scegliamo come parametri lagrangiani gli angoli (antiorari) ¥ € [0,27[ tra la verticale
discendente e OA e ¢ € [0, 27 tra la verticale discendente e BC'.
Denotando con G il punto medio dell’asta BC, il potenziale ¢ dato da

1
U = ~2mgys — mgyc — 5k|C = DI

Si ha
(B — 0) = {sinve; — Lcos Veq,
(G-0)=(G-B)+(B-0) = <§Singa+€sin19> e — (gcosgzw—ﬁcosﬁ) e,
(C = D)= —{(cosp + cos?) eq,

da cui

1 1
U (¥, ¢) = 3mglcosv + §mg€ cos p — §k€2 (cos @ + cos 19)2 + cost.

Poiché O e fisso, scriviamo 'energia cinetica come

1 1 1

%)
Si ha 2
; . 8 m
wy =1, wy =, JgA = §m€27 ch =3
¢, : 12 -
vg = §<pcos<p+&9cosz9 e + 5@81ngp+€19s1m9 e
e dunque
2 )
lvg|* = £20% + Zng + £29¢ cos(p — 09).
Quindi ’energia cinetica diventa
: 18 72 , 2 .
K, p,9,¢) = 3 {Smﬁﬁz + %ng + ml?9% + ngbQ + ml29¢p cos(p — 19)}
1[11 . 1 :
=5 [3m£2z92 + §m€2<p2 + ml20p cos(p — 19)}
da cui si ricava la lagrangiana
g LI oo 1 5o 2.9
L9, 0,9, ) = 3 Emé 9% + gmé &+ ml*dp cos(p — 9)

1 1
+ 3mglcosv + Emgﬁ cos p — 51@62 (cos ¢ + cos V)

2. Le posizioni di equilibrio si trovano nei punti stazionari del potenziale:

g—g = —3mglsin g + k*(cos p + cos V) sin = 0
1
gj = —gmgfsimp + MQ(COSQD + cosd)sinp = 0.
¥



Dalla prima raccogliamo sin, da cui
siny=0 V cosp+cost?d =3\

dove A = mg/kl.
Il primo caso da ¥ = 0, 7, e sostituito nella seconda equazione risulta

1
9=0 = sinpg=0 V —img+k€(cos<p+1) =0
1
d=m = sinpg=0 V —img+k€(cosgp— 1)=0.
L’equazione —3mg + kl(cos p + 1) = 0 diventa
A A
coscp:§—1 = @ = *arccos 5—1 se A < 4,
quindi per 9 = 0 abbiamo le posizioni

A
P1(0,0), P»(0,m), Ps4= (0, 4 arccos (2 - 1))

dove le ultime due esistono solo se A < 4.
In modo simile, per ¥ = 7 I'equazione —img + kf(cos ¢ — 1) = 0 diventa

A
cosp = 5 +1

che stavolta non ha mai soluzioni, quindi si aggiungono solamente le posizioni

Ps(7,0), Pes(m, ).
Se invece sostituiamo ’equazione cos ¢ + cos ¥ = 3 nella seconda, otteniamo

) 1 9 . b
sin (—2mg£ + 3kL )\) =0 = 51nap§)\ =0
da cui siny = 0, ovvero ¢ = 0, 7. Sostituendo ¢ = 0 si ha
1+cosy =3\ = o ==Farccos(3A—1)
che esistono solo se A < 2/3. Quindi troviamo altre due posizioni di equilibrio
P; g (£arccos (3A —1),0)

per A < 2/3.
Sostituendo ¢ = 7 si ha invece

—14+cosd =3\ = cost=1+3\

che non ha soluzioni.
3. Nel caso A = 3 si hanno in tutto sei posizioni di equilibrio:

Pl(oao)v P2(077T), P3,4 = (Oaig) 5 P5(7Ta0)a P6(7T,7T).



Per la stabilita usiamo la matrice hessiana del potenziale H (1, ¢):
H11 = —3mglcos ) — k02 sin® 0 + k(> (cos ¢ + cos ) cos
= kf%(—9cos ) — sin® ¥ + (cos ¢ + cos ?) cos V)
Hio = Hor = —k0? sin @ sin ¢

1
Haoo = —imgf cos @ — kl? sin? @ + k£?(cos ¢ + cos 1)) cos ¢
3
= k(? <—2 cos ¢ — sin? ¢ + (cos ¢ + cos?¥) cos go) .
In tutti i sei casi la matrice risulta diagonale, e si ha:

1
Hi1(P) = kO3(=7) <0, Ho(P)) = k£2§ >0 = P instabile

Hi1(Py) = kl*(—9) <0, Hoo(P2) = k? (g) >0 = P, instabile

1
Hi1(Ps4) = k(? <—25) <0, Hoo(P)=ke? <—i) <0 = Ps, stabile

3
Hi1(Ps) = k02 (9) >0, Hoo(Py) = kl? (—2) <0 = P;sinstabile

Hi1(Ps) = k0? (11) > 0, Hoo(Py) = k62 (;) >0 = P instabile.

4. Scegliamo ad esempio la posizione stabile P5(0,7/3). L’energia cinetica in P3 diventa

IR R R RN SN WU R S
K—2[3m€19+3m630+2m£19<p

e quindi la matrice dell’energia cinetica &
1173 1/4]
/= [1/4 1/3} me”,
mentre ’hessiano nella posizione P3 con A = 3 si scrive
_|—15/2 0 2
H = { 0 Yy 4} ko=
Quindi I’equazione delle pulsazioni delle piccole oscillazioni si scrive

11me?w? /3 — 15k¢% /2 me2w? /4

melw? /4 ml2w? )3 — k(2 /4| ~ 0

detw?J +H] =0 = det[

cloe
167m%w* — 756kmw? + 810k* = 0,

le cui soluzioni in w danno le pulsazioni delle piccole oscillazioni.

IT) Chiamiamo £ il lato di ogni triangolo e m la massa totale. Per simmetria, la matrice d’inerzia
risultera diagonale. Il momento d’inerzia rispetto all’asse y e facile perché possiamo dividere la
lamina in quattro triangoli rettangoli uguali ed ognuno avra lo stesso momento d’inerzia rispetto
all’asse y, quindi basta sapere il momento d’inerzia rispetto all’asse verticale di una lamina a forma

di triangolo rettangolo di lato orizzontale £/2:

1 /N 1,
J22—6m<2) = —ml



Per I’asse orizzontale invece dobbiamo usare il Teorema di Steiner, sapendo che il baricentro dista
2h/3 dall’asse delle =, dove h = v/3¢/2. Denotando con J il momento baricentrale e con J4
quello lungo il cateto orizzontale, si ha

3

2 \? 1.\? 2 \% 1 1 1 3
JO =Jg +m <3h) =Ji-m <3h) +m (3h> = gth + §mh“‘ = §m162 = §m€2.
Sapendo poi che la lamina & piana, risulta

3 1 5
J3z = Ji1 + Ja2 = gmﬁ + —ml? = —mi?

24 12
quindi
%méQ 0 0
Jo = 0 iméQ 0
0 0 S me?

12
Poiché il versore della linea tratteggiata ¢ dato da

r=(1/2,v/3/2,0),

B (31 1 3 o 1
J-=r Jor—<8 4+24 4>m€—8m€.

si ha infine



Prova scritta di Meccanica Analitica
1 febbraio 2019

I) In un piano verticale, un’asta omogenea OA di massa m e lunghezza 2¢ & vincolata a ruotare
attorno all’estremo O. Nell’estremo A e vincolato il vertice di una lamina quadrata omogenea
ABCD di massa m e lato £, libera di ruotare attorno ad A. Sull’estremo A agisce una forza elastica
verticale di coefficiente k > 0 e polo H sull’asse x di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
Oxyz. Inoltre tutto il sistema e soggetto alla forza di gravita.

Supposti i vincoli lisci, ponendo A = mg/k¥, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;
2. determinare la lagrangiana del sistema;

3. determinare la lagrangiana approssimata attorno a una posizione di equilibrio stabile.

A
O H
4 —= -
¥
2£,m k
B
~~ {,m
e
:D

IT) Si calcoli la matrice d’inerzia della lamina piana omogenea della figura, formata da due quadrati,
ognuno di massa m e lato £, rispetto al sistema indicato. Si calcoli poi il momento d’inerzia rispetto
all’asse tratteggiato.




Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 31 maggio 2019

I) Un lamina quadrata omogenea ABCD di lato 2¢ e massa m ¢ libera di ruotare attorno al suo lato
AB, che scorre sull’asse y di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxyz.

Sul vertice D della lamina agisce una forza elastica di coefficiente k& > 0 e polo il punto F di
coordinate (2¢,0,0).

Tutto il sistema & soggetto alla forza di gravita. Supposti i vincoli lisci e posto A = %, si chiede di:
1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema;
2. discuterne la stabilita in funzione del parametro meccanico A;
3. determinare la lagrangiana del sistema;

4. scrivere la lagrangiana approssimata attorno a una posizione di equilibrio stabile.

A

z

IT) Un corpo rigido piano ¢ formato da:
e un’asta AB di massa m e lunghezza ¢ con densita quadratica crecente da A verso B;
e due triangoli emiequilateri omogenei, ognuno di massa m, con base comune OB.

Sapendo che O ¢ il baricentro dell’asta, si determini la matrice d’inerzia del corpo rigido nel sistema
di riferimento indicato.




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 31 maggio 2019
a cura di Sara Mastaglio

1) Denotando con G il baricentro della lamina quadrata, troviamo che
zg = —lcosve,,

(D —FE)=(2lsen? —2() e, + e, — 2{ cos Ve,

e quindi
|D — E|* = 8% — 8*sen ) + £2.

1. Per determinare le posizioni di equilibrio del sistema calcoliamo il potenziale:

k k
U=-mgzg — 3 |D — E|* = mgl cos9 — §§2+4k€286n19+c

ed in seguito risolviamo il sistema:

ou

Y _ e

0& ¢=0

oUu 2

5 = —mglsent) + 4k(? cos v = 0;

4
dalla prima equazione si ricava banalmente £ = 0, dalla seconda invece tg v = % da cui troviamo

4 4
gli angoli ¥, = arctg (X) e ¥y = 7 + arctg (X) Le due posizioni di equilibrio del sistema sono

4 4
Py (O; arctg (X)) e P (O; ™+ arctg (X)) .

2. Per la stabilita calcoliamo ’hessiano che risulta:

quindi

M= " !
7 0 —mglcosd — 4k®send|

Per determinare la stabilita delle due posizioni di equilibrio basta valutare il segno del termine Hoo
dell’hessiano: per P; otteniamo

_mgb\ 16k _
VA2 +16 VA2 +16

che essendo una quantita sempre negativa indica la presenza di due autovalori negativi, pertanto la

Hoo(Pr) =

posizione P; e stabile.



Analogamente per la posizione P, otteniamo

mgl 16k¢>

+ >0
VA2 +16  VA2+16

Hoz(P2) =

e quindi P, risulta instabile.

Osservazione: avremmo potuto capire il segno di Hgs in modo alternativo, osservando che ¥, sta nel
primo quadrante (quindi sia sen; che cos; sono positivi), mentre ¥ sta nel terzo (quindi sen ¥,
e cos Uy sono negativi) ed evitando cosi di calcolare seno e coseno a partire dalla tangente.

3. Per determinare la lagrangiana ci serve 1’energia cinetica del sistema che possiamo calcolare nel

punto A che ha velocita parallela alla velocita angolare w:

1
K = §mvi + Sl Jaw.
Essendo (A — O) = £e,, risulta v, = £e, ed inoltre w = —de,. Inoltre, fissando come sistema di

riferimento solidale alla lamina quello centrato in A e con 'asse 2’ lungo il lato AD, 3/ =y e 2’ che

completa la terna e ricordano che il lato misura 2¢, la matrice d’inerzia e

4
ngQ —mb? 0
4
Ja=|—m? —me? 0
8
0 0 ngQ

Osservazione: della matrice d’inerzia della lamina, visto che w ¢ parallelo a e,, avremmo potuto
direttamente scrivere solo il termine J,.

Pertanto, dopo qualche conto I'energia cinetica é:

1 ., 2 .
K = gm 4 Sml*?

oppure anche
1 4 )
K== 2 - 2,92 ]
5 (mf + 3m€ 0 )
La lagrangiana e dunque
ko 2 Lo 2 949
L =mglcost — 55 + 4k0* senv) + §m5 + gmﬁ 0

4. Scriviamo la lagrangiana approssimata attorno alla posizione di equilibrio stabile P;:

L=3d" S@a+sa-a" H@a—a



i@ m 0
@ = 0 %mﬁ

Avendo gia calcolato H (@) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta, dopo qualche conto,

~ 1 5 2 . 1., mglh+ 16k AN
== —mlY — -k — ————— |V —arctg | — .
L 2m§ —|—3m 5 3 WorEnT: arctg )

2) La matrice d’inerzia del corpo rigido & data dalla somma delle matrici d’inerzia JAP dell’asta e
quelle ng e JgQ dei due triangoli. Dato che i piani xy e xz sono di simmetria materiale sappiamo
da subito che Ji5 = Ji3 = Jo3 = 0.

Dedichiamoci innanzitutto alla matrice d’inerzia dell’asta con densita quadratica. Per comodita
calcoleremo la matrice d’inerzia in un sistema di riferimento con assi paralleli a quelli dati e centrato
nell’estremo A dell’asta; in seguito utilizzeremo il teorema di Huygens-Steiner per spostarci nel
baricentro O.

Conviene quindi preventivamente determinare la posizione del baricentro O dell’asta con densista

quadratica del tipo p = k2?, k € R. La massa dell’asta é:

¢ 3
k¢
m:/ ka’dr = —,
0

3
da cui
am
k=—.
/3
Infine il baricentro dell’asta risulta:
¢ 4
- 3 Kkt 3
O=— [ kaPde = — - — ="/
m Jo k(3 4 4
Siamo ora pronti per determinare la matrice d’inerzia dell’asta (nel sistema di riferimento centrato
in A). Considerando che I'asta & distribuita lungo I'asse 2 avremo J;;> = 0. Resta da calcolare

¢ 5
14
Ty = /0 kx? - 2*dx = 35_? = ngQ.

Spostandoci in O risulta ancora J{i® = 0, mentre

3 3\ 3
AB _ 2 g2 e — 2
Sy = 5m€ m <4€) 80m€ .



Osservazione: se avessimo calcolato la matrice d’inerzia dell’asta direttamente nel suo baricentro O

1t 3 \*
/ k(x+-=0| dz.
_%g 4

Occupiamoci ora delle matrici d’inerzia dei due triangoli rispetto al sistema di riferimento centrato

I'integrale sarebbe stato

_ l
in O. Essendo emiequilateri e avendo il cateto OB che misura ¢ — Z—lﬁ =7 I’altro cateto risulta

?6. Quindi,
2
V3, _mf
4 327
14 mi?

2
m
Jfﬁ‘*@‘a(z) =56

Infine sommiamo i momenti d’inerzia delle tre figure in modo da determinare quella richiesta:

T T
Jll _Jll -

>[3

me? mi?
J11:JSB+J1Tf+J£2:O+—32 '2:_16’
3 me? 7
o = T Jpg + Jog = geml® + e - 2= pooml®.

Essendo una figura piana

me® 7, 29

Tog = Ju ot Jee = A pgmb = opeme
quindi la matrice d’inerzia e

me?

— 0 0
16 7

J, = 9
o) 0 15 Omé 290

0 0 ——mi?



Prova scritta di Meccanica Analitica
Appello del 14 giugno 2019

I) Un lamina circolare omogenea di raggio R e massa m rotola senza strisciare sull’asse z di un
sistema di riferimento cartesiano ortogonale Ozyz, ed & libera di ruotare attorno a tale asse.

Sul centro G della lamina agisce una forza elastica di coefficiente £ > 0 e polo il punto E di coordinate
(0, R,0).

Tutto il sistema ¢ soggetto alla forza di gravita. Si chiede di:
1. trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;
2. determinare le equazioni differenziali del moto del sistema;
3. scrivere la lagrangiana approssimata attorno alla posizione di equilibrio stabile.

ZA

IT) Un corpo rigido piano e formato da un’asta OA di lunghezza 2R, massa m e densita lineare
crescente da O verso A e da un semidisco di massa m e raggio R, disposti come in figura.
Se ne determini la matrice d’inerzia nel sistema di riferimento indicato.

A




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 14 giugno 2019
a cura di Sara Mastaglio

1) Denotiamo con C' il punto di contatto tra il disco e I'asse y. Al fine di calcolare il potenziale

determiniamo la quota del baricentro del disco e il vettore individuato dalla molla:

G = _geza

(G — E) = Rsenve, + (RcosV — R)e, — e,

e quindi |G — E|? = 2R* — 2R? cos ) + &2,
1. Il potenziale ¢ dato da

k k
U=-mgzg — 5]G—E|2 = mgé + kR? cos ) — 552 +c.

Determiniamo ora le posizioni di equilibrio dal sistema:

oU
ou ) B
a_ﬁ__kR sen19—0

da cui si ricavano le posizioni di equilibrio

P(220) o n (%)

Calcoliamo ora I’hessiano per valutare la stabilita delle posizioni di equilibrio trovate:

—k 0
9) = .
(&) [ 0 —kR? cosﬂ] ’

essendo la matrice diagonale e dato che il termine #H;; & sempre negativo, per avere la stabilita (due
autovalori negativi) basta verificare che il termine Hay sia negativo: Hao (P1) = —kR?, quindi la
posizione Pj risulta stabile, mentre Hos (P) = kR? quindi la poszione P; risulta instabile.

2. Per calcolare le equazioni differenziali del moto bisogna prima calcolare la lagrangiana £L = K+ U,
determiniamo quindi I'energia cinetica nel punto C' che, essendo il punto di contatto tra il disco che

rotola senza strisciare e ’asse y, ha velocita nulla:

1
K = §w~JCw.



Fissiamo un secondo sistema di riferimento Cz'y’z’ con 'asse 2’ coincidente con 'asse z, I'asse 1/

che contiene (C' — G) e 2z’ che completa la terna. In questo modo otteniamo la velocita angolare
g
w=—1 e, + pe,,

dove ¢ e I’angolo di rotazione propria del disco; ora ricordando che z = 2z’ e che, dato che il disco
rotola senza strisciare, vale la condizione £ = — R, otteniamo
w=—VYe,; — >e,.
R

La matrice d’inerzia fatta rispetto al sistema di riferimento C'x'y/z’ &

5
ZmR2 O 0
2
=1 o ™
4 3
0 O §mR2

e quindi, dopo qualche conto, otteniamo I’energa cinetica

3 .. 5 .
K== 2 e 2,92
4m£ +8mR19

e la lagrangiana ; L
. 5 :
L= Z—lm£2 + —mR*9? + mgé + kR? cos V) — 552.

8
Ora possiamo calcolare le equazioni differenziali del moto imponendo
doc_oc
dt 0§  9q’

con ¢ = £ troviamo la prima equazione differenziale

§= gg - %f
e con ¢ = 9 troviamo invece la seconda
- 4k
¥ = ——send.
om

3. Scriviamo la lagrangiana approssimata attorno alla posizione di equilibrio stabile P:

L=3d" S@a+sa-a" H@a—a



.. T
con q = [¢, 19]T, q=[¢, 19]T eq= [%, O} . Ricordiamo che I’energia cinetica &
1/3 . 5}
K= = 2mé2 4 2mR2d?
5 (me + 4mR )
e quindi la matrice associata e
3
-m 0
J(@) = |2 5
0 ZmR2

Avendo gia calcolato H (@) in precedenza, la lagrangiana linearizzata risulta, dopo qualche conto,

5 3 900 2 92 k 2 kR? 2 m292
= - — v — — - 9 — .
L 4m§ +8mR 25 + mgé 5 ok

2) Denotiamo con G il baricentro dell’asta, con Gy il baricentro del semidisco e con G il baricentro

complessivo della figura.
E interessante determinare la posizione del baricentro G' dell’intera figura, anche se non richiesto.

Il baricentro dell’asta con densita lineare p = ky, k € R e dato da:
2R
m = / kydy = 2kR?,
0
da cui k = QEPR e quindi y
1 4
Yo, = —/ ky*dy = - R.
m Jo 3
Ricordando poi che in generale il baricentro del semidisco ¢ 3—T, troviamo
™

4R
ng = 2R + -,
3

e quindi il baricentro complessivo, essendo le masse delle due figure uguali, & dato da

4 4R
= 2 =
(3R> +( R+ 37?) B 57r+2R

2 3T

Yya =

Ora possiamo dedicarci al calcolo della matrice d’inerzia Jo che e data dalla somma della matrice
d’inerzia J% dell’asta con densita lineare e di quella J% del semidisco. Osserviamo preventivamente

che, essendo zy e yz due piani di simmetria materiale, tutti i prodotti d’inerzia risulteranno nulli.



Per quanto riguarda la matrice d’inerzia dell’asta rispetto al sistema di riferimento dato (centrato

in O), essendo OA distribuita sull’asse y, avremo che Jg§ ,, = 0, mentre

2R 4

16R
Jé 11 —/ ky*dy = iy = 2mR*.
0

T oR? 4

Occupiamoci ora della matrice d’inerzia del disco. Conosciamo quella rispetto al sistema di riferi-

mento centrato in A e con assi paralleli a quelli dati:

-
m4 0 0

2
Ki=1 0 mf 0
mR?

0 0
I 2

Ci interessa la matrice d’'inerzia centrata in O, quindi ci sposteremo prima in Gy e poi in O uti-

lizzando Huygens-Steiner. Ragioniamo sui singoli elementi della matrice. Per quanto riguarda il

4R\?
Jg;Q,ll = Jfl,ll -—m ( )

3

termine J{; abbiamo:

AR\ AR\ ? AR\
Jg,n :ng,ll +m <2R + —) = thn -m (3—) +m (2R + —) =

3 us 3
mR? 4R\ ARN? 17 16
=———m| o 2R+ — | = —mR*+ —mR”.
4 m(37r) +m( +37r> P
9 . . . . . . . d d d mR2
L’asse y rimane il medesimo, quindi il termine Jg 59 = J&, 09 = J4 09 = I
Adesso non ci resta che sommare:
" 17 16 25 16
Jiu=Jb + Jb1 =2mR* + ZmR2 - ngQ = ZmR2 - ngQ,
mR*>  mR?
Joo =G0+ S0 =0+ =
’ ’ 4 4
e dato che la lamina e piana
25 16 R* 13 16
Js3 = Ji + Jog = —mR* + —mR? + Tt 2R + —mR?

4 37 4 2 37 ’



La matrice richiesta risulta quindi

25
ZmRQ +
Jo= 0
0

16
3T

—mR?

o

mR?

=~

0

0
13
?mR2 +

16
3T

—mR?



Prova scritta di Meccanica Analitica
12 luglio 2019

I) In un sistema piano, una lamina quadrata omogenea ABCD di lato ¢ e massa m scorre lungo un’asta
omogenea P di massa m e lunghezza 2/, in modo che il lato AB sia sempre contenuto nell’asta (A non
puo oltrepassare P e B non puo oltrepassare @)). L’asta PQ ¢ libera di ruotare attorno al suo baricentro,
che ¢ fissato nell’origine O di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale.
Tutto il sistema e soggetto alla forza di gravita e sul punto medio del lato AB della lamina quadrata agisce
una forza elastica di coefficiente & > 0 e polo il punto O. Si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema al variare del parametro meccanico \ = %;

2. discutere la stabilita di tali posizioni;
3. trovare le eventuali posizioni di equilibrio di confine;

4. scrivere la lagrangiana del sistema.

P Ay

m, 20

(Nota: il disegno non & in scala)

IT) Un corpo rigido ¢ formato da tre aste omogenee: AB di massa 2m e lunghezza 2¢, BC e BD ognuna di
massa m e lunghezza v/2¢, disposte come in figura.

5
e Si determini il valore dell’angolo o in modo che 'ascissa del baricentro del corpo rigido valga xg = ZE.

e Per quel valore di «, si trovi la matrice d’inerzia del corpo rigido rispetto al sistema di riferimento
indicato.

V=




Soluzione della prova scritta di Meccanica Analitica del 12 luglio 2019
a cura di Sara Mastaglio

1) Innanzitutto osserviamo che i parametri lagrangiani sono tali che
~ S ¢/
V:=Q0x" €[0;2n) e £:=FEO € ~5i5]:
Denotiamo con G il baricentro della lamina quadrata e calcoliamo le sue coordinate:

(G-0)= (fcosﬁ— gsenﬁ) €, — (fsem?—i— gcosq(}> €ey;

inoltre

(E — O) = {cosve, — Esende,,.

1. Osservando che il baricentro dell’asta coincide con 'origine, il potenziale risulta
U:—mgyg—i\E—O| :mgﬁsenﬁ+§mg€cosﬁ—§5 +c.

Le posizioni di equilibrio sono quindi date dal sistema

%—g =mgsent — k{ =0
1
(?)_g = mg€ cos v — §mg€senz9 =0
che fornisce:
¢ 1 14 1
PUOOL PO, By (VIR Tsareos (7)) Py (v Tn s (7))

1
affinché esista la ¢ di P35 e P, deve valere la condizione \ > 3 per quanto riguarda la &, che deve

2
essere compresa tra —¢/2 e £/2, abbiamo invece la condizione 0 < A\ < - © quindi complessivamente

V2

1
P3 e P, sono posizioni di equilibrio se 3 <A< -
2. Per valutare la stabilita delle posizioni di equilibrio determiniamo 'hessiano:

—k mg cos v
H(E V) = 1
mgcost?d —mg&sent) — Emgﬁ cos v

e lo calcoliamo nelle posizioni di equilibrio trovate.



L’hessiano calcolato in P; e

—k mg
H(P) = 1 ;
mg —§mg€

la traccia ¢ evidentemente negativa, il determinante invece risulta

1
det H(P)) = §mgk€ —m?g?,

1
quindi e positivo se A < 3 e in questo caso P, risulta una posizione di equilibrio stabile.

L’hessiano calcolato in P, e

-k —mg
H(P) = 1 ’ ;

il determinante risulta )
det H(P) = —§mgk€ —m?g?

quindi sempre negativo, e P, risulta una posizione di equilibrio instabile.

L’hessiano calcolato in P3, dopo qualche conto,

k¢
" 2
LR YR T

la traccia ¢ evidentemente negativa, il determinante risulta
1
det H(P3) = émgkﬁvll)? -1,

quindi sempre positivo, e P5 risulta una posizione di equilibrio stabile.

L’hessiano calcolato in Py, dopo qualche conto, e

K ke
H(P) = |1y 1 2 1
? §mg€v 4)\2 —1- Zk@

il determinante risulta

1
det H(Py) = —émgkﬁv 402 — 1,

quindi sempre negativo, e P, risulta una posizione di equilibrio instabile.

l
3. Abbiamo una posizione di confine quando B = @), cioe quando & = 37 e quindi cerchiamo una

— (I —
posizione del tipo Py (5, 19) con wg < 0ewy €R.



Dalla disuguaglianza

ou

85 wg—f‘—

P
otteniamo il sistema

— Kkt
mgsen v — ) >0

1 -1 —
émgﬁ cost) — §mg€ sent = 0;

. . = T : . . . 2 = )
dalla seconda equazione troviamo %, = T che verifica la prima disequazione se \ > \/7_, ey = yid
che non verifica la prima disequazione per nessun valore di \.

— ([l 7 2
Abbiamo quindi trovato la posizione di equilibrio di confine Py (5, Z) se A > g
Abbiamo un’altra posizione di confine quando A = P, cioe quando & = —5 e quindi cerchiamo una

_ !
posizione del tipo Ps (—5; 19) con wg > 0 e wy € R,

Dalla disuguaglianza

ou
¢

ou

we + ——=| wy <0
5 oY

Py

otteniamo il sistema
N 74
mgsenv + 5 <0

1 -1 —
—émgﬁ cos ) — §mg€ sen = 0;

) i - 3 ) . : .
dalla seconda equazione troviamo 3 = b che non verifica la prima disequazione per nessun valore

V2

- 7
di \, ey = il che verifica la prima disequazione se A > -

e

— 7
Abbiamo quindi trovato la posizione di equilibrio di confine P, (—5; ZW) se A
4. Calcoliamo l’energia cinetica:

K = KPQ + Kquad7

data dalla somma dell’energia cinetica dell’asta e di quella del quadrato. L’asta ha come punto fisso

I'origine e quindi, essendo w = —1962, la sua energia cinetica e
1 me? .
KPQ = iw . Jow = 7192

Per 'energia cinetica della lamina quadrata usiamo invece la formula completa

1 1
Kjuaa = §mvé + 5"" Jow.



Calcoliamo la velocita del baricentro
. . /0. . . /0.
vg = | Ecost) — EVsendd) — 51900819 e, + | —&sent — &9 cosd + Eﬁsem? e,
e quindi il suo modulo al quadrato sara
. 2. ..
ve = E2 + 9% + quﬁ — 1£9.

2
Inoltre, ricordando che nel caso piano ci basta J& = e nel caso della lamina quadrata e tenendo
conto che la velocita angolare coincide con quella calcolata precedentemente, possiamo scrivere

I’energia cinetica:

1 . 1 . 5 . 1 ..
Kquad = §m§2 + §m£2192 + ﬂm€2192 — §m€§19
L’energia cinetica totale risulta quindi
1 9 . 1 . 1 ..
K = —mé&* + —ml*9? + —m&*9? — —ml&d
2m£ + Vil + 2m£ 5 €

e la lagrangiana, data da K + U, e

o
24

1

L =mgésent + gmgf cosv — gfz + %me + 29 + %mf%}z — §m€€19

2) Indichiamo con Gy, G5, G3 i baricentri rispettivamente delle aste AB, BC', BD. Tenendo conto

che le aste sono omogenee e quindi il loro baricentro coincide con il punto medio, otteniamo:

2
TG, = V20sena + ¢, TGy, =Ty = 7€sena;

I’ascissa del baricentro complessivo ¢ quindi

2 2
2m(\/§€sena+£)+m-§€sena+m-§€sena 5

_ =/
rG Am A

. . . g m
da cui otteniamo sen a = 5 e quindi o = 1
Procediamo ora con il calcolo della matrice d’inerzia. Osserviamo che i piani xy e zz sono di
simmetria materiale e quindi Jy5 = J13 = Jo3 = 0. Calcoliamo i momenti d’inerzia 11 e 22 ricordando

di spostarli nel sistema di riferimento centrato in O con Huygens-Steiner.

o Asta AB:



* J(l)lzo

2 14
*JE = §m€2 +2m(20)* = gmﬁ.

e Asta BC': come indicato in figura dobbiamo spostarci dal sistema di riferimento centrato in

G a quello centrato in O

B T i Ty
2
* J(1)1:J22:m_€2+m ﬁg@ _me
12 2 2 3
e Asta BD: si procede in modo analogo all’asta BC' e quindi
« il = g2 = m_€2
3
I momenti d’inerzia della figura completa sono quindi:
(> 2 14 me? 16
Je =04+ 2=, g2 =+ 2= D
o) + 3 3m , o 3 me” + 3 3 me”,

2 16
JP =I5+ JE = §m€2 + ngQ = 6m/?,

e la matrice d’inerzia risulta 5
“mie? 0 0
3 16
JO = 0 §m€2 0
0 0 6ml?



Prova scritta di Meccanica Analitica
6 settembre 2019

1) Una lamina quadrata O ABC omogenea di massa m e lato ¢ & libera di ruotare attorno al suo vertice fisso
O, origine di un riferimento cartesiano ortogonale Ozy. Al vertice B della lamina opposto ad O & agganciato
il vertice di una seconda lamina quadrata BDFEF, identica alla prima, che puo ruotare liberamente attorno
a B.

Su tutto il sistema agisce la forza peso e sul vertice B agisce una forza elastica sempre verticale di coefficiente
k > 0 e polo sull’asse x. Supposti i vincoli lisci, si chiede di:

1. trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema;

2. discuterne la stabilita;
3. determinare ’energia cinetica del sistema;
4. scrivere le equazioni del moto.
A
Y
| - -
O JI5; k x
—)\
S A
\
\
\
AY
AN
AY
\
A\
\
' m, l
\
\
C |
\
\
\
B
0
s\
NS
A m,f
i
: \
. \
P D
‘\
\
\
F \
\‘ D
\\
\
\
\
\\
FE

2) La lamina piana rappresentata in figura ¢ formata da otto triangoli emiequilateri (ovvero con gli angoli di
30, 60, 90) uguali, ognuno di massa m e ipotenusa 2¢. Se ne calcoli la matrice d’inerzia rispetto al sistema
di riferimento indicato (’asse z ¢ uscente dal foglio).

A




Prova scritta di Meccanica Analitica
20 settembre 2019

1) Un’asta AB di massa m e lunghezza 2¢ ¢ libera di ruotare attorno al proprio estremo A, che scorre
sull’asse orizzontale di un riferimento cartesiano ortogonale Oxy. All’estremo B & vincolata una seconda
asta BC, uguale alla prima, che puo ruotare liberamente attorno a B e ha ’estremo C anch’esso vincolato
a scorrere sull’asse x.

Su tutto il sistema agisce la forza peso; inoltre sull’estremo A agisce una forza elastica di coefficiente k > 0 e
polo l'origine, mentre sull’estremo comune B agisce una forza elastica sempre verticale di coefficiente £ > 0
e polo sull’asse . Supposti i vincoli lisci e posto A = %, si chiede di:

1.

2.

trovare le posizioni di equilibrio ordinarie del sistema al variare di A;

discuterne la stabilita in funzione di A;

. determinare ’energia cinetica del sistema;

scrivere la lagrangiana linearizzata attorno a una posizione di equilibrio stabile..

A

2) La lamina piana rappresentata in figura ¢ formata da due corone circolari tangenti esternamente, una
di raggi R,2R e altra di raggi 2R, 3R. Se ne calcoli la matrice d’inerzia rispetto al sistema di riferimento
indicato (I’asse z e uscente dal foglio), sapendo che la massa totale della figura & m.

A

R,2R

2R, 3R




