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1.4 Superfici di Riemann come varieta (H ¢ WﬁyQ , 1913 )

Ora, invece, seguiamo un approccio diverso, interpretando una superficie di
Riemann come varieta.

Definizione 5. M spazio topologico ¢ detto varietd topologica di dimen-
sione n se:

1. M ¢ di Hausdorff;
2. M ha una base numerabile;

3. M ¢é localmente euclideo, ovvero Ym € M esistono un aperto U, con
m € U, e V un sottoinsieme aperto di R™ t.c. o :U >V éun
omeomorfismo, chiamato carta locale.

Posto W, = U, N U, allora
08005+ Pa(Wap) — 05(Wap) e

Pa 095" : 0s(Wap) — 0o(Was)

sono chiamate cambiamenti di carta.

Definizione 6. Una variets topologica & una varieta differenziabile se
tutti © cambiaments di carta sono diffeomorfismi di R™, i.e. funzioni lisce e
wnwertibili con inversa liscia.

Come ultima definizione diamo quella di atlante:

Definizione 7.
-A = {(Uaa (pa)}aeR

insieme delle carte locali che soddisfano i sequenti punti:
o {Uy}acr & un ricoprimento aperto di M ;
® 0o : Uy =V, & un omeomorfismo Vo € R

e tutti i cambiamenti di carta sono funzioni lisce.

Ora, un atlante ¢ olomorfo se tutti i suoi cambiamenti di carta lo sono.

Presa una varieta M e due atlanti olomorfi A1, As su di essa, questi sono
detti compatibili se la funzione identica da M in M & olomorfa sia come
mappa da M con atlante A; a M con atlante As, sia viceversa.
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Definizione 8. Una superficie di Riemann é data da una varieta con un
atlante olomorfo su di essa, e due atlanti olomorfi su una varietda definiscono
la medesima superficie di Riemann se e solo se sono compatibili tra loro.

In altre parole, una superficie di Riemann é una varieta con una classe
di equivalenza di atlanti olomorfi su di essa.

Infine, possiamo vedere una superficie di Riemann anche come una varieta
complessa, nel modo seguente:

Definizione 9. Una varieta complessa M ¢ una varieta differenziabile
che ammette un ricoprimento aperto {U,} e delle mappe ¢, : Uy, — C" t.c.
po 05" sia olomorfa su ps(U, NUs) C C*, Va,B.

Una funzione su un insieme aperto U C M & olomorfa se f o ¢! & olo-
morfa su p,(UNU,) CC", Vo
Allo stesso modo, l'insieme z = (z1,...2,) di funzioni su U C M si dice
sistema di coordinate olomorfo se ¢, 0 27! e z 0 ¢,* sono olomorfe ri-
spettivamente su 2(U NU,) e su ¢(UNU,), Ve

Una mappa f : M — N tra varieta complesse é olomorfa se ¢ data in
termini di coordinate locali olomorfe su N, tramite funzioni olomorfe.

Definizione 10. Una superficie di Riemann é una varietd complessa
unidimensionale.
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