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1.5 I teoremi di Poincaré-Hopf e di Eulero-Poincaré

Vediamo ora alcuni concetti e risultati ben noti, ma che ci torneranno molto

utili in seguito. @wd‘ o wilhsot be)mdny (Cre Clt)ﬁal)

Sia M una varieta compatta, orientata e senza bordo, sia X un campo
vettoriale con un numero finito di punti critici.

et

[Definizione 11. Un punto P € M ¢ critico (o singolare) per X se
X(P)y=0.

Definiamo indice di P, ip(X), la variazione angolare totale divisa per 27
del campo lungo un circoletto C' centrato in P e orientato in senso antiorario,
che non contenga altri punti critici oltre a P. In altre parole:

Definizione 12. L’indice é un numero intero che misura il numero di giri
che fa il campo X quando percorre un circoletto attorno al punto P. @
In formule, se X = (X,Y) localmente e X # O:\ M ke ol om b
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Osservazione 1. Anche moltiplicando il campo vettoriale X per una funzio-
ne non nulla € e ponendo per esempio

X, =¢X, h=¢Y,
st ottieme comunque:

X1dYs —Y1dX, = dsician Y = darctan &
XErvg o o

ip(X) =ip(£X). /C/%V

Osservazione 2. Se P non é critico, ip(X) = O.l
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percio V€ # 0 si avra

Se abbiamo un numero finito di punti critici, possiamo anche definire

I'indice di X:
i(X) =) ip(X).
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Si prova facilmente che nel caso di nodi l'indice é@ nel caso di selle
Iindice é@come mostrato in figura. S
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L’indice ¢ particolarmente importante in quanto NON dipende da X e cio
ha un significato topologico. Per illustrarlo calcoliamg 1(X) per una somma,
connessa di g tori Xy, per esempio prendiamo il caso g =2.
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Consideriamo f : Yy — R la funzione altezza, che associa P a z(P).

Prendiamo X= Vf; esso possiede 2 + 2¢ punti critici:

e il punto di massimo D (nodo stabile, i = +1), (1- ) Phes will e foved
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¢ il punto di minimo A (nodo instabile, i = +1),

® 2g selle B,B',C,C’ (i = —1).
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Risulta quindi:

[i) =2- 20— (z,)

che non & altro che I'enunciato del teorema di Poincaré-Hopf.
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Se invece consideriamo una triangolazione di X, viene definito un campo
vettoriale X, adattato alla triangolazione, avente come punti critici:

e i vertici del triangolo A,B,C (nodi stabili),
e il punto interno al triangolo G (nodo instabile),

e i punti D,E.F sui lati del triangolo (selle).

Allora vale:

dove V' ¢ il numero di vertici, £ il numero di spigoli e F' il numero di
facce, che non & altro che ’enunciato del teorema di Eulero-Poicaré:

V=E+F =53,
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Infine, dimostriamo una formula che ci servira in seguito e che lega il nu-
mero di zeri e di poli di una 1-forma meromorfa al teorema di Poincaré-Hopf.

Sia f = u + v una funzione complessa liscia con
u = u(z,y)
v=u(z,y)
e sia V = (u,v) = f, ovvero vediamo f come un campo vettoriale su un

sottoinsieme aperto di R2.

Sia z tale che f(2p) = 0 uno zero isolato
Definiamo la molteplicita di 2y come segue:

. . 1 [udv—vdu cle he
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Ora poniamo a = f(z) dz: PTW\CCPL

o = (u+ i) (dz + idy) = (udz — vdy) + i(vdz + udy)
a = (udz — vdy) — i(vdz + udy)

e osserviamo che

V=(u-v) < f=u—1iv,

da cui
1 fud(-v)+vdu 1 [udv—vdu
2 Jo  u?+40? 21 Jo u?+?
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Se ¥, & una superficie di Riemann chiusa di genere g e o € una 1-forma
olomorfa, per Poincaré-Hopf abbiamo che
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1. #zeri dia = —x(X,) = 29 — 2. | ol (AOGOVWD(PMC H
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Se poi a = f(z) dz é una 1-forma meromorfa con poli 5= 2%, 'indice di

V in questi punti & —k e il ragionamento precedente puo essere generalizzato
alterando il campo nell’intorno di un polo in modo da renderlo ivi nullo (cio
¢ possibile in quanto moltiplicando un campo per un’opportuna funzione
punto per punto, il ritratto di fase non cambia). Pertanto, sempre utilizzando
Poincaré-H opfﬁi,[)ttiene la seguente formula:

S l#zeri dia — #polidia =29 —2=—x(2,), ‘ ol Wo\morph,{c

dove sia gli zeri sia i poli sono contati con le loro molteplicita. et
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