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6 IL TEOREMA DI UNIFORMIZZAZIONE
DI RIEMANN

Riprendiamo ora il discorso fatto alla fine del quarto capitolo e l'interpre-
tazione di superficie di Riemann come varietd. Abbiamo visto che si puo
fornire un rivestimento universale I di una verieta complessa tramite la na-
turale struttura complessa ed esso sara inoltre semplicemente connesso.

Riprendendo il celebre lavoro di Klein (1882), Poincaré (1907) e Koebe
(1909-1914) vediamo quali possibilita si presentano:

e 0 K ¢é equivalente alla sfera P?,

Z
D % SCoh P'\G

e 0 K é equivalente al piano C,

e oppure K & equivalente al disco D : |z| < 1. W’F\q

'
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L’enunciato appena visto include il precedente Teorema della mappa di
Riemann (1851):

Teorema 12 (della mappa di Riemann). Una regione semplicemente
connessa di sfera tolti due o pit punti & conformemente equivalente ad un
disco.

La dimostrazione del teorema generale non é affatto semplice, Poincaré
stesso non trovo una dimostrazione pienamente convincente.

Riprendiamo ora I’approccio pit informale di Klein e la sua idea “idrodinamica”

presentata nella lezione del 1893.

Prendiamo U in K dotato dei parametri locali z(p) = x(p) + iy(p).

Il flusso irrotazionale di un fluido incomprimibile & dato dal campo di velo-
cita ¥(p) = (v1,v2) t.c. divd = 0 (per 'incomprimibilita) e rotd = 0 (essendo
irrotazionale). Inoltre quest’ultima condizione implica anche 1’esistenza di
una funzione potenziale u t.c. ¥ = gradu e chiaramente u ¢ una funzione
armonica per le proprieta gia viste.

Come avevamo detto nei precedenti capitoli, anche cambiando coordinate lo-
cali le linee di flusso rimangono invariate, cio che cambia & solamente il campo
di velocita. Tale ambiguita per la velocita é pero inevitabile: I ha solamente
una struttura conforme, percio non esistono parametri locali “preferibili” per
ciascun U.
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L’idea di Klein & che K sia generato dalle linee di corrente di un fluido
incomprimibile e irrotazionale prodotto da una singola sorgente in un punto
o0; chiaramente se I é compatto, sara necessario un pozzo complementare nel
punto o' dove il flusso sparisce.

La sorgente viene data tramite la funzione potenziale u = log|z(p)|, con coor-
dinata locale z(p) che tende a zero per p = o. Bisogna pero fare attenzione:
se il parametro locale é scelto male, non é possibile estendere il flusso sull’in-
tero K senza avere singolarita vicino al pozzo (nel caso compatto).

La parte difficile sta proprio nel provare 1’esistenza di una funzione globale u
con Au = 0, quindi armonica nei punti ordinari di K, con singolarita log|z(p)|
alla sorgente e, nel caso compatto, una seconda singolaritd — log|z’(p)| nel
pozzo, con 2'(p) coordinata locale in quel punto.

Viene cosi definito un flusso sull'intero K con velocita 7 = (v1,v2) = gradu.
Il flusso coniugato avra velocita (vs, —v1) e sara ruotato di un angolo retto;
esso ha una funzione potenziale associata g, determinata a meno di una co-
stante additiva.

Si puo vedere il nuovo parametro z(p) = exp[u(p) +iq(p)] come una funzione
univoca su K con uno zero semplice nella sorgente e un polo semplice nel
pozzo. Questa funzione é biunivoca: u funge da coordinata lungo le linee di

——a

corrente, ¢ ci dice su quale linea di corrente sia.
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Infine, distinguiamo tre casi in base al fatto che K sia compatto oppure
no, e, nel caso non compatto, a seconda che u sia o non sia limitato:

e K é compatto. Allora esso € topologicamente equivalente ad una sfera
e z: K — P! & un’equivalenza conforme tra K e la retta proiettiva.

e K é non compatto e u é illimitato. Allora z : K — C & un’equivalenza
conforme tra K e 'intero piano complesso.

e K ¢ non compatto e u tende al numero finito u(co). Allora z mappa K
in un disco di raggio r = exp|u(c0)]. Questo & il caso della mappa di
Riemann.

e
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Dopo aver ripreso le idee di Klein, cambiamo completamente approccio
e dimostriamo nel modo piu “standard” e analitico il teorema centrale di
quest’ultimo capitolo, il Teorema di uniformizzazione di Riemann, seguendo
I'approccio del Donaldson [2004]. Prima perd dimostriamo un’importante
formula che ci sara utile in seguito.

Teorema 13 (Equazione di Poisson). Sia p € A*(X), con X superficie
di Riemann chiusa, compatta e senza bordo. Data f € A*(X) (unica a meno
di una costante), si puo risolvere l’equazione di Poisson Af = p se e solo se

Jxp=0.

Dimostrazione (tramite la teoria di Hodge).
L’equazione Af = p € equivalente a:

d(6f) + 8(df) = p.
Poiché df € A3(X) = {0}, I'equazione precedente diventa
d(éf) =p

che puo essere risolta a patto che p sia esatta, ovvero, per de Rham:

/sz.
X

Se f1 e f, sono due soluzioni dell’equazione di Poisson, allora f = fi — f2
soddisfa Af = 0, cioé f & costante (H® = R).

Abbiamo identificato f - vol con f tramite Hodge:
Flr=rvol.

O

Teorema 14 (Teorema di uniformizzazione).
Sia X una superficie di Riemann semplicemente connessa e non compatta.
Allora X ¢ equivalente o al piano complesso C o al semipiano superiore H.

Dimostrazione. Prima di iniziare la dimostrazione, diamo qualche definizione
preliminare:

Definizione 15. Data ® : X — R (con X spazio topologico non compatto),
diciamo che “® tende a c all’infinito in X “(c € R), se Ve > 0, 3K, C X,
sottoinsieme compatto t.c.

|®(z) —c|<e Vré¢ K.
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Diciamo che “® tende a +oo all’infinito in X “se VAeR, 3K, C X t.c.
O(z)>A V¢ Ky

e similmente “® tende a —oo “se —® tende a +o00.

Teorema 15. Sia X una superficie di Riemann semplicemente connessa e
non compatta. Sia p una 2-forma reale a supporto compatto su X con f xP =

0.
Allora esiste una funzione ® su X con A® = p e tale che ® tende a 0

all’infinito in X.

In altre parole si puo risolvere 1’equazione di Poisson su X.
Inoltre, la soluzione € unica:

A@l = A‘I)g =p —— A((I)l = @2) = 0,

posta @ := ®; — @, questa é armonica e a supporto compatto, i.e. & = 0.
Assumiamo che quest’ultimo teorema sia valido, pur senza dimostrarlo.

Ora prendiamo un punto p € X e una coordinata locale complessa z

vicino a p. Presa una funzione cut-off 3, ovvero una funzione liscia 8 =1 in
un intorno U di p e che si annulli al di fuori di U, per esempio nell’intorno

V' D U mostrato in figura.
n
Q

Sia A = 0 g . allora A € Q%' a supporto in un anello attorno a p,

infatti per z # 0 abbiamo:

= s Sl el
552y = g8t =580
z z -

: =1 - Y

in quanto 8; =0 e 0B =0 vicino a p.

Poniamo p = 0A, allora si ha:

p:aA:aa(g) :d<5<§>> (d=0+8, 8 =0)
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e quindi per Stokes:

fo= ()

Abbiamo quindi trovato che p é una 2-forma a valori complessi con in-
tegrale nullo, a cui possiamo applicare il Teorema 14 (rispettivamente alla
parte reale e alla parte immaginaria di p). Si trova cosi una funzione g t.c.

99g = p

e le cui parti reale e immaginaria tendono a 0 all’infinito in X.

Ora consideriamo la 1-forma reale
a=(A—0g)+ (A-dg).

Si ha che: B 3
O(A—0g)=0A—00g=p—p=0

—  da=d(A—8g) +d(A — Bg) = H(A — Bg) + H(A — Bg)

_5A+0A = 5(5(5)) +a<a<§>) o,
% z
ovvero a € chiusa.

Percio, poiché H!(X) = 0, esiste una funzione a valori reali ¢ t.c. a = di.
(A—8g)+ (A—0g) =a =dp =3y + B¢
= A=20g+
@) =0 sux\(p)

Quindi f := g+ & una funzione meromorfa su X, con un polo semplice
in p e parte immaginaria che tende a 0 all’infinito in X (piu precisamente
Imf — 0 fuori da un disco aperto D 3 p).

B8

z

=>5{

Ora il nostro obiettivo & di mostrare che f mappa iniettivamente X in un
insieme aperto U C S? 2 CP* (sfera di Riemann), contenente H, UH_U{oo},
dove H sono i semipiani aperti superiore ed inferiore in C, ossia

U=S82\TI

per qualche sottoinsieme compatto I di R. Percio f fornisce un’equivalenza
tra X e un suo sottoinsieme U; in particolare si presentano due casi:
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e se [ é un intervallo chiuso [a, b], con a < b, si ottiene un biolomorfismo
tra U = S?\ [a, b] e il semipiano superiore H

e se I é un singolo punto in R, si ottiene un biolomorfismo col piano
complesso C

e cio completerebbe la dimostrazione del Teorema di uniformizzazione.

Iniziamo col dimostrare l'iniettivita di f: X — U.
La funzione meromorfa f ¢ una mappa olomorfa da X alla sfera di Riemann
5% = CuU{ee}
Ora definiamo
DE = f_l(H:t).

Questi X sono sottoinsiemi aperti di X e inoltre X, U X_ & denso in X,
dal momento che f é una mappa aperta.
Possiamo allora restringere f e ottenere le mappe olomorfe

f:{: : X:t = Hi.

Richiediamo che f, ed f_ siano mappe proprie.
Sia B C H. un sottoinsieme compatto, 3¢ > 0 t.c. Imz > ¢ Vz € B.
Ma, poiché Imf tende a 0 all’infinito, questo implica che f~!(B) sia un
sottoinsieme compatto di X, ovvero

f1(B) c X;.

Sappiamo che f produce un omeomorfismo locale da un intorno di p in
X ad un intorno di oo in S?%; in particolare Xy # (). Allora f. avranno gradi
dy > 1. Supponiamo che d. = 1.
Sia K C X compatto t.c.

(Imf)(z) <1 perz ¢ K.

Per assurde siad, > 2. Allera ¥a > 1, 34,7, eon flz,) = f(Z.) = in
e T, e T, sono o uguali o distinti, ma vale f'(z,) = 0.
Ora, poiché K ¢é un insieme compatto e z,,Z, € K, esiste una sottosucces-
sione {n'} t.c.
Ty — X, Ty — T.

Ma in — oo, percid f(z) = f(Z) = oo e, poiché f ha un solo polo, dovremmo
avere x = Z = p. Ma questo € un assurdo per l'iniettivita vicino al punto p.
Abbiamo cosi dimostrato che f mappa X1 biettivamente in H..
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Piu precisamente, vediamo che f : X — S? ¢ iniettiva.

Siano z; # x5 con f(z,) = f(z2) = 2 € S%; possiamo trovare due dischi
aperti disgiunti D; (¢ = 1,2) e un intorno N 3 z t.c. f(D;) D N.

Ora prendiamo un punto 2z’ € N N Hy : esistono due punti 2} # x5 in
D,, D, entrambi mappati in 2/, che contraddice I'iniettivita di f in X.

Percio abbiamo ottenuto che f : X — U D Hy UH_U{oco} é una mappa
iniettiva,
— e

per qualche sottoinsieme compatto I di R come richiesto.

Corollario 1. Ciascuna superficie di Riemann connessa é equivalente:
e 0 alla sfera di Riemann S?,
e oppure a C 0 C/Z = C\ {0} o C/A, per qualche reticolo A,

e 0 al quoziente H/T', dove I' C PSL(2,R) ¢é un sottogruppo discreto che
agisce liberamente su H .

Il corollario segu¢ immediatamente dal fatto che ogni superficie di Rie-
mann & un quoziente del suo ricoprimento universale tramite ’azione del
suo gruppo fondamentale, e inoltre I'unica superficie di Riemann compatta
semplicemente connessa é la sfera di Riemann.
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